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3 Operatori de localizare 73
3.1 Operatori de localizare Lασ,ϕ,ψ asociat, i α-WFT . . . . . . . . . . . . . . 73

3.2 Operatori de localizare βLασ,ϕ,ψβ asociat, i α-WFT . . . . . . . . . . . . . 84

Alte contribut, ii ale autoarei 93

Bibliografie 95

1



Sinteza tezei
Ment, ionez că numerotarea tuturor enunt,urilor din acest rezumat coin-

cide cu cea din teza de doctorat.

Teza de doctorat este organizată după cum urmează.
În primul capitol al acestei teze, intitulat ”Funct, ii de multiplicatori Fourier generalizat, i”,

introducem s, i studiem o clasă de operatori liniari definit, i pe un spat, iu Hilbert separabil
H. Toate aceste rezultate au fost publicate ı̂n lucrarea originală [9], intitulată ”Gene-
ralized Fourier multipliers”, lucrare care a fost publicată ı̂n Annals of Functional
Analysis, vol. 14, article number 34, 2023, la care autoarea tezei a fost coautor alături
de Viorel Catană s, i Horia-George Georgescu.

Fie H un spat, iu Hilbert complex separabil dotat cu produsul scalar (·, ·)H, fie
{en}n∈Z o bază ortonormală pentru H s, i fie A : H → H un operator liniar mărginit.
Atunci introducem operatorul liniar

FA
H : H → L2(Z), FA

Hf = {(Af, en)H}n∈Z (1)

pentru orice f ∈ H. Acest opeartor poate fi numit
”
aplicat, ie de coordonare”.

B(H) este mult, imea tuturor operatorilor liniari mărginiti din spat, iul Hilbert H la
el ı̂nsus, i.

Teorema 1.1 (Teorema lui Plancherel) Fie A ∈ B(H) astfel ı̂ncât A2 = I, unde
I : H → H este operatorul identitate. Atunci, operatorul liniar FA

H : H → L2(Z)
satisface următoarea relat,ie (

FA
Hf,FA

Hg
)
L2(Z) = (Af,Ag)H.

pentru orice f, g ∈ H. Mai mult, operatorul liniar FA
H : H → L2(Z) este o biject,ie.

Observat, ia 1.1 Dacă presupunem ı̂n plus că A este un operator auto-adjunct,
atunci rezultă că FA

H : H → L2(Z) este un izomorfism izometric.

Corolarul 1.1 Operatorul liniar
(
FA

H
)−1

= FA
Z : L2(Z) → H definit prin relat, ia(

FA
H
)−1

a = FA
Z a =

∑
n∈Z

anAen, (2)

pentru orice s, ir a = {an}n∈Z din L2(Z), este inversul operatorului FA
H : H → L2(Z).

Observat, ia 1.2 (i) Fie a ∈ L2(Z) s, i fie A2 = I, unde I : H → H este operatorul

identitate. Atunci, conform definit, iei anterioare FA
Z =

(
FA

H
)−1

: L2(Z) → H obt, inem

FA
Z a =

∑
n∈Z

anAen. Prin urmare,

AFA
Z a =

∑
n∈Z

anA
2en =

∑
n∈Z

anen

s, i
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(
AFA

Z a, em
)
H = am,

pentru orice m ∈ Z. În plus, putem observa că

∥∥AFA
Z a
∥∥2
H =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

anen

∥∥∥∥∥
2

H

=
∑
n∈Z

|an|2.

(ii) FieA ∈ B(H) un operator liniar mărginit astfel ı̂ncâtA2 = I. Atunci următoarele
afirmat, ii sunt echivalente:
(j) A este un operator auto-adjunct;
(jj) A este un operator unitar;
(jjj) A este o izometrie.

Observat, ia 1.3 Dacă considerăm A = I : H → H s, i H = L2(S1), unde S1 este

cercul unitar cu centrul ı̂n origine, en(s) =
1√
2π
eins, pentru s ∈ S1, n ∈ Z s, i σ ∈ L∞(Z),

atunci recuperăm multiplicatorii Fourier pe S1, care au fost studiat, i ı̂n lucrările [23],
[24], [25], [26] s, i [35].

În continuare prezentăm definit, ia multiplicatorilor Fourier generalizat, i.

Definit, ia 1.1 Fie σ : Z → C o funct, ie măsurabilă pe s, i fie A ∈ B(H) un operator
liniar mărginit. Atunci, putem defini ı̂n mod formal operatorul liniar TAσ : H → H prin
următoarea formulă

TAσ f =
∑
n∈Z

σ(n)(Af, en)HAen. (3)

pentru orice f ∈ H.
Dacă presupunem că A2 = I unde I : H → H este operatorul identitate, folosind

Teorema 1.1 s, i relat, iile (1), (2), putem rescrie operatorul de mai sus ı̂n următorul fel

TAσ f = FA
Z (σ · FA

Hf) =
(
FA

H
)−1

(σ · FA
Hf), (4)

pentru orice f ∈ H.
Observăm că prima egalitate din relat, ia (4) are loc pentru orice operator liniar

mărginit A s, i cea de-a doua este valabilă doar dacă A2 = I.
Dacă A2 = I s, i A este un operator auto-adjunct, atunci remarcăm că multiplicatorul

Fourier generalizat TAσ coincide cu un multiplicator Fourier clasic pe H, care are forma

Tσ =
∑
n∈Z

σ(n)(f, φn)Hφn, ∀f ∈ H,

unde {φn}n∈Z este o bază ortonormală pe H.

În particular, dacă A = I atunci multiplicatorul Fourier generalizat TAσ definit ı̂n
relat, ia (3) coincide, de asemenea, cu un multiplicator Fourier standard. Prin urmare,
vom numi TAσ multiplicatorul Fourier generalizat pe H corespunzător simbolului σ, ori
de câte ori seria din relat, ia (3) este convergentă ı̂n H.

Putem remarca s, i faptul că, ı̂n cazul particular A = I, unde I : H → H este
operatorul identitate s, i spat, iul Hilbert H este egal cu L2(S1) sau cu L2(S), vom obt, ine
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două exemple semnificative de multiplicatori Fourier standard introdus, i s, i studiat, i ı̂n
lucrările [7] s, i [8]. Ment, ionăm că aici S1 reprezintă cercul unitar cu centrul ı̂n origine
s, i (S,B,m) este un spat, iu cu măsură finită astfel ı̂ncât L2(S) este un spat, iu Hilbert
separabil.

În continuare suntem interesat, i de studierea proprietăt, ilor de mărginire, compaci-
tate s, i apartenent, ă la clasele Schatenn von-Neuman pentru această clasă de multipli-
catori Fourier generalizat, i.

Propozit, ia 1.2 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă astfel ı̂ncât σ ∈ L1(Z) s, i
fie A ∈ B(H) un operator liniar mărginit. Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat

TAσ : H → H este mărginit. În plus∥∥TAσ ∥∥B(H)
≤ ∥A∥2B(H)∥σ∥L1(Z).

Propozit, ia 1.3 Fie σ ∈ L∞(Z) s, i fie A ∈ B(H) un operator liniar mărginit.
Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat TAσ : H → H este un operator liniar mărginit
s, i

∥TAσ ∥B(H) ≤ ∥A∥2B(H)∥σ∥L∞(Z).

Propozit, ia 1.4 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă s, i fie A ∈ B(H) un operator
liniar mărginit astfel ı̂ncât A2 = I. Atunci TAσ : H → H este un operator liniar
mărginit dacă s, i numai dacă σ ∈ L∞(Z). Mai mult, dacă σ ∈ L∞(Z), atunci

∥TAσ ∥B(H) ≤ ∥A∥2B(H)∥σ∥L∞(Z).

În plus, dacă presupunem că A : H → H este un operator auto-adjunct, atunci

∥TAσ ∥B(H) = ∥A∥2B(H)∥σ∥L∞(Z) = ∥σ∥L∞(Z).

Ultima egalitate este o consecint,ă a Observat,iei 1.2 (iii).

Teorema 1.3 Fie σ ∈ Lp(Z), 1 < p <∞ s, i A : H → H un operator liniar mărginit.
Atunci, există un unic operator liniar mărginit TAσ : H → H astfel ı̂ncât∥∥TAσ ∥∥B(H)

≤ ∥A∥2B(H)∥σ∥Lp(Z),

unde TAσ este dat de relat,ia (4) pentru f ∈ H s, i toate funct,iile simple σ pe Z pentru
care µ{n ∈ Z : σ(n) ̸= 0} <∞.

Observat, ia 1.4 În plus, dacă presupunem că A2 = I, rezultă că

∥TAσ ∥B(H) ≤ ∥σ∥Lp(Z)

folosind Observat, ia 1.2 (iii).

În următoarea teoremă prezentăm un rezultat referitor la teoria spectrală a multi-
plicatorilor Fourier generalizat, i pe H.

Teorema 1.4 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă astfel ı̂ncât σ ∈ L∞(Z) s, i fie
A : H → H un operator liniar mărginit astfel ı̂ncât A2 = I, unde I : H → H este
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operatorul identitate. Atunci, σ(n) este o valoare proprie a lui TAσ : H → H s, i Aen
este funct,ia proprie corespunzătoare pentru orice n ∈ Z. În plus, spectrul lui TAσ , notat
Σ
(
TAσ
)
, este dat de

Σ
(
TAσ
)
= {σ(n) : n ∈ Z}c ,

unde {. . . }c reprezintă ı̂nchiderea ı̂n C a s, irului {. . . }.
Teorema 1.5 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă astfel ı̂ncât σ ∈ L1(Z) s, i fie

A : H → H un operator mărginit s, i auto-adjunct. Atunci, multiplicatorul Fourier
generalizat TAσ : H → H este ı̂n clasa Schatten-von Neumann S1 (clasa trace) s, i∥∥TAσ ∥∥S1

≤ 4∥A∥2B(H)∥σ∥L1(Z).

Teorema 1.6 Fie σ ∈ Lp(Z), 1 ≤ p ≤ ∞ s, i fie A : H → H un operator mărginit
s, i auto-adjunct. Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat TAσ : H → H este ı̂n clasa
Schatten-von Neumann Sp s, i∥∥TAσ ∥∥Sp

≤ 4
1
p∥A∥2B(H)∥σ∥Lp(Z).

Propozit, ia următoare presupune o caracterizare a multiplicatorilor Fourier generalizat, i
compact, i TAσ : H → H.

Propozit, ia 1.5 Fie σ ∈ Lp(Z), 1 ≤ p < ∞ o funct,ie măsurabilă s, i fie A : H → H
un operator mărginit s, i auto-adjunct. Atunci multiplicatorul Fourier generalizat TAσ :
H → H este compact.

Următorul rezultat prezintă formula pentru urma tr(TAσ ) a multiplicatorul Fourier
generalizat TAσ : H → H atunci când σ ∈ L1(Z).

Teorema 1.7 Fie σ ∈ L1(Z) s, i fie A : H → H un operator mărginit s, i auto-adjunct.
Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat TAσ : H → H este ı̂n clasa Schatten-von
Neumann S1 s, i urma sa este dată de

tr(TAσ ) =
∑
n∈Z

σ(n)∥Aen∥2H,

unde {en}n∈Z este o bază ortonormală.

În continuare, definim funct, ia de multiplicatori Fourier generalizat, i F (TAσ ) : H →
H, unde F : C → C este o funct, ie continuă.

Definit, ia 1.2 Fie F : C → C o funct,ie continuă, fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă
s, i fie A : H → H un operator liniar mărginit. Atunci, definim formal operatorul liniar
F (TAσ ) : H → H prin următoarea formulă

F (TAσ )f =
∑
n∈Z

F (σ(n))(Af, en)HAen, f ∈ H,
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unde TAσ : H → H este un multiplicator Fourier generalizat pe H.

Teorema următoare prezintă condit, iile necesare s, i suficiente pentru ca funct, ia de
multiplicatori Fourier generalizat, i F (TAσ ) : H → H pe un spat, iu Hilbert H să fie un
operator compact.

Teorema 1.8 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă, fie F : C → C o funct,ie continuă
astfel ı̂ncât F ◦σ ∈ L∞(Z) s, i fie A : H → H un operator mărginit s, i auto-adjunct astfel
ı̂ncât A2 = I. Atunci, F (TAσ ) : H → H este un operator compact dacă si numai dacă

lim
|n|→∞

F (σ(n)) = 0.

Un rezultat referitor la valoarea absolută a funct, iei de multiplicatori Fourier generalizat, i
F (TAσ ) : H → H este prezentat ı̂n următorul enunt, .

Teorema 1.9 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă, fie A : H → H un operator
mărginit s, i auto-adjunct astfel ı̂ncât A2 = I s, i fie F : C → C o funct,ie continuă cu
următoarele proprietăt,i:
(i) F ◦ σ ∈ L∞(Z);
(ii) F ◦ σ = F ◦ σ;
(iii) F (σ(n)) → 0 când |n| → ∞;
(iv) F (z1z2) = F (z1)F (z2), pentru orice z1, z2 ∈ C.

Atunci ∣∣F (TAσ )∣∣ = F (TA|σ|),

unde
∣∣F (TAσ )∣∣ = (F (TAσ )∗F (TAσ )) 1

2 reprezintă valoarea absolută a operatorului F (TAσ ) :
H → H.

Proprietăt, ile Schatten-von Neumann ale funct, iei de multiplicatori Fourier generalizat, i
F
(
TAσ
)
: H → H sunt studiate ı̂n continuare.

Teorema 1.10 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă, fie A : H → H un operator
mărginit s, i auto-adjunct astfel ı̂ncât A2 = I s, i fie F : C → C o funct,ie continuă cu
următoarele proprietăt,i:
(i) F ◦ |σ| ∈ Lp(Z), 1 ≤ p <∞;
(ii) F ◦ σ = F ◦ σ;
(iii) |F ◦ σ| = |F ◦ |σ||;
(iv) F (z1z2) = F (z1)F (z2), pentru orice z1, z2 ∈ C.

Atunci F
(
TAσ
)
: H → H este ı̂n clasa Schatten-von Neumann Sp dacă s, i numai

dacă F ◦ |σ| ∈ Lp(Z), 1 ≤ p <∞. În plus, dacă F ◦ |σ| ∈ Lp(Z), atunci∥∥F (TAσ )∥∥Sp
= ∥F ◦ |σ|∥Lp(Z),

unde ∥ · ∥Sp reprezintă norma ı̂n clasa Schatten-von Neumann Sp.

Fie A : H → H un operator liniar mărginit astfel ı̂ncât A2 = I s, i fie F : R →
R+ o funct, ie continuă. În cele ce urmează, prezentăm câteva rezultate referitoare la
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solvabilitatea ecuat, iei
F
(
TAσ
)
f + λf = g, f, g ∈ H, (5)

asociat operatorului liniar F
(
TAσ
)
: H → H unde λ este un număr real pozitiv. Putem

rescrie ecuat, ia (5) astfel

F
(
TAσ
)
f + λf = g ⇔

∑
n∈Z

F (σ(n))(Af, en)HAen + λ
∑
n∈Z

(Af, en)HAen = g

⇔
∑
n∈Z

(F (σ(n)) + λ) (Af, en)HAen = g

⇔
∑
n∈Z

(F (σ(n)) + λ)FA
Hf(n)Aen = g.

(6)

Presupunem că σ : Z → R este o funct, ie măsurabilă cu valori reale pozitive s, i că λ
este un număr real pozitiv. Folosind faptul că operatorul liniar FA

H : H → L2(Z) este o
biject, ie (conform Teoremei 1.1), rezultă că pentru orice g ∈ H există f ∈ H astfel ı̂ncât

FA
Hf(n) =

FA
Hg(n)

F (σ(n)) + λ
pentru orice n ∈ Z, deoarece s, irul

{
FA

Hg(n)

F (σ(n)) + λ

}
∈ L2(Z).

Fie g ∈ H o funct, ie arbitrară astfel ı̂ncât g =
∑
n∈Z

(Ag, en)HAen. Atunci, rezultă că

f ∈ H definit prin

f =
∑
n∈Z

(Ag, en)H
F (σ(n)) + λ

Aen

este unica solut, ia a ecuat, iei (5).
Desigur, conform relat, iei (6), avem(

F
(
TAσ
)
+ λ
)
f =

∑
n∈Z

(F (σ(n)) + λ) · FA
Hg(n)

F (σ(n)) + λ
Aen

=
∑
n∈Z

(Ag, en)HAen

= A

(∑
n∈Z

(Ag, en)Hen

)
= A(Ag) = g.

Pentru a studia regularitatea solut, iilor ecuat, iei (5) trebuie să introducem unele
spat, ii Hilbert convenabile (pentru mai multe detalii privind geneza acestor spat, ii Hil-
bert, a se vedea de exemplu lucrările [3], [4] s, i [16]).

În ceea ce prives,te regularitatea solut, iei ecuat, iei (5), introducem spat, iul H̃A,k
σ astfel:

mai ı̂ntâi, considerăm spat, iul Hilbert

L2,k
σ (Z) =

{
{αn}n∈Z , αn ∈ C :

∑
n∈Z

|αn|2
(
1 + (σ(n))2

)k
<∞

}
, k ∈ (0,∞)
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ı̂n care produsul scalar este dat de

(α, β)L2,k
σ (Z) =

∑
n∈Z

αnβn
(
1 + (σ(n))2

)k
,

pentru orice α = (αn)n∈Z , β = (βn)n∈Z , αn, βn ∈ C. Apoi, stabilim

H̃A,k
σ =

{
f ∈ H :

∑
n∈Z

|(Af, en)H|2
(
1 + (σ(n))2

)k
<∞

}
=
{
f ∈ H :

{
FA

Hf(n)
}
n∈Z ∈ L2,k

σ (Z)
}
, k ∈ (0,∞).

Spat, iul H̃A,k
σ este ı̂nzestrat cu produsul scalar

(f1, f2)H̃A,k
σ

=
({

FA
Hf1(n)

}
n∈Z ,

{
FA

Hf2(n)
}
n∈Z

)
L2,k
σ (Z)

=
∑
n∈Z

FA
Hf1(n)FA

Hf2(n)
(
1 + (σ(n))2

)k
,

dacă

f1 =
∑
n∈Z

FA
Hf1(n)Aen, f2 =

∑
n∈Z

FA
Hf2(n)Aen.

Putem să observăm faptul că H̃A,k
σ este un spat, iu Hilbert izometric izomorf cu

L2,k
σ (Z) prin izomorfismul izometric GA,k

σ : H̃A,k
σ → L2,k

σ (Z) dat de

GA,k
σ f =

{
FA

Hf(n)
}
n∈Z .

Într-adevăr, ∥∥GA,k
σ f

∥∥2
L2,k
σ (Z) =

∑
n∈Z

∣∣FA
Hf(n)

∣∣2 (1 + (σ(n))2
)k

= ∥f∥2H̃A,k
σ

.

Fie F : R → R+ o funct, ie continuă reală pozitivă. Presupunem că există o constantă
pozitivă C astfel ı̂ncât

C
(
1 + τ 2

) k
2 < F (τ), (7)

pentru orice τ ∈ Σ
(
TAσ
)
= {σ(n) : n ∈ Z}c. Aceasta este o condit, ie de elipticitate

pentru funct, ia F .
Acum, considerăm spat, iul

H̃A
F,σ =

{
f ∈ H :

∑
n∈Z

|(Af, en)H|2 (1 + F (σ(n)))2 <∞

}
cu produsul scalar definit de

(f, g)H̃A
F,σ

=
∑
n∈Z

(Af, en)H(Ag, en)H (1 + F (σ(n)))2 ,
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pentru orice f, g ∈ H. Prin condit, ia de elipticitate (7), se ment, ine următoarea inclu-
ziune continuă

H̃A
F,σ ↪→ H̃A,k

σ .

În continuare, considerăm operatorul LAF,σ : H̃A
F,σ → H, LAF,σ = F (TAσ ) + I, definit

prin

LAF,σf =
∑
n∈Z

(F (σ(n)) + 1) (Af, en)HAen

pentru orice f ∈ H̃A
F,σ, unde I : H → H este operatorul identitate.

Propozit, ia 1.6 Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă reală pozitivă, fie A : H → H
un operator liniar mărginit astfel ı̂ncât A2 = I, fie TAσ : H → H multiplicatorul
Fourier generalizat corespunzător s, i fie F : R → R+ o funct,ie continuă reală pozitivă
care satisface relat,ia (7). Atunci, pentru orice g ∈ H, ecuat,ia liniară

LAF,σf = g

are o unică solut,ie f ∈ H̃A
F,σ. Mai mult,

∥f∥H̃A
F,σ

= ∥Ag∥H.

Observat, ia 1.5 Dacă presupunem, ı̂n plus, că operatorul liniar A : H → H din
Propozit, ia 1.6 este, de asemenea, un operator auto-adjunct obt, inem ∥f∥H̃A

F,σ
= ∥g∥H

pentru f ∈ H̃A
F,σ s, i g ∈ H.

Observat, ia 1.6 În ipotezele de mai sus, ecuat, ia liniară F (TAσ )f + λf = g este

echivalentă cu ecuat, ia liniară LAG,σf = h, unde G =
F

λ
s, i h =

g

λ
. Astfel, conform

Propozit, iei 1.6, ultima ecuat, ie are o solut, ie unică f ∈ H̃A
G,σ s, i, ı̂n plus,

∥f∥H̃A
G,σ

= ∥Ah∥H.

Prin urmare, ecuat, ia liniară init, ială are o unică solut, ie f ∈ H̃A
G,σ = H̃A

F
λ
,σ
cu

∥f∥H̃A
F
λ

,σ

=
1

λ
∥Ag∥H.

Dacă operatorul liniar A ∈ B(H) este, de asemenea, auto-adjunct, atunci

∥f∥H̃A
F
λ

,σ

=
1

λ
∥g∥H.

În continuare prezentăm un exemplu de funct, ie de multiplicatori Fourier generalizat, i
ı̂n legătură cu o transformată bine cunoscută s, i foarte importantă, care ilustrează
interact, iunea dintre analiza timp–frecvent, ă s, i operatorii pseudo-diferent, iali, s, i anume
transformata Weyl. Pentru mai multe detalii referitoare la transformata Weyl, vezi de
exemplu lucrările [36] s, i [37].
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Fie Wτ : L
2(Rn) → L2(Rn) transformata Weyl definită prin

(Wτf, g)L2(Rn) = (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn

τ(x, ξ)W (f, g)(x, ξ)dxdξ

unde

W (f, g)(x, ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−iyξf
(
x+

y

2

)
g
(
x− y

2

)
dy

este transformata Wigner s, i

τ ∈ Lr∗
(
R2n
)
=
{
τ ∈ Lr

(
R2n
)
: τ̂ ∈ Lr

′ (R2n
)}

,

unde 2 ≤ r ≤ ∞ s, i r′ este indicele conjugat al lui r

(
i.e.

1

r
+

1

r′
= 1

)
s, i τ̂ este o

transformare Fourier a lui τ . Apoi, conform Teoremei 14.3 din lucrarea [37], rezultă că
transformata WeylWτ : L

2 (Rn) → L2 (Rn) este un operator liniar compact s, i mărginit.
Atunci când τ este un simbol cu valori reale, rezultă că Wτ : L2 (Rn) → L2 (Rn)

este, de asemenea, un operator liniar auto-adjunct. Prin urmare, folosind teorema
spectrală pentru operatori compacti s, i auto-adjunct, i, obt, inem

Wτf =
∑
n∈Z

σ(n) (f, φn)φn, f ∈ L2 (Rn) ,

unde {φn}n∈Z este o bază ortonormală pentru L2 (Rn) constând din vectori proprii ai
lui Wτ : L

2 (Rn) → L2 (Rn) s, i σ(n) este valoarea proprie a lui Wτ : L
2 (Rn) → L2 (Rn)

corespunzătoare funct, iei proprii φn, n ∈ Z; convergent,a seriei este ı̂nt,eleasă ca fiind ı̂n
L2 (Rn).

Fie A : H → H un operator auto-adjunct inversabil. Atunci, pentru {ψn}n∈Z =
{A−1φn}n∈Z, putem scrie

Wτf =
∑
n∈Z

σ(n)(f, Aψn)Aψn =
∑
n∈Z

σ(n)(Af, ψn)Aψn = WA
τ f,

ultima egalitate fiind o notat, ie.
Fie F : C → C o funct, ie continuă. Definim operatorul liniar F

(
WA
τ

)
: L2 (Rn) →

L2 (Rn), prin

F
(
WA
τ

)
f =

∑
n∈Z

F (σ(n)) (Af, ψn)Aψn.

Atunci putem demonstra rezultate similare pentru operatorul F (WA
τ ) : L

2(Rn) →
L2(Rn) precum cele obt, inute pentru operatorul F

(
TAσ
)
: H → H, unde H = L2(Rn) s, i

TAσ = WA
τ . De exemplu, putem enunt,a următoarea teoremă.

Teorema 1.11 Fie τ : Rn × Rn → R un simbol cu proprietăt,ile ment,ionate mai
sus, fie WA

τ : L2(Rn) → L2(Rn) multiplicatorul Fourier generalizat corespunzător s, i
fie F (WA

τ ) : L
2(Rn) → L2(Rn) un operator liniar, unde A : H → H este un operator
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mărginit s, i auto-adjunct astfel ı̂ncât A2 = I. Fie σ : Z → C o funct,ie măsurabilă s, i fie
F : C → C o funct,ie continuă cu următoarele proprietăt,i:
(i) F (z1z2) = F (z1)F (z2) pentru orice z1, z2 ∈ C;
(ii) |F ◦ σ| = |F ◦ |σ||;
(iii) F ◦ σ = F ◦ σ.

Atunci afirmat,iile următoare sunt adevărate:
(j) Operatorul liniar F (WA

τ ) : L2(Rn) → L2(Rn) este mărginit dacă s, i numai dacă
F ◦ σ ∈ L∞(Z). Mai mult, dacă F ◦ σ ∈ L∞(Z) atunci

∥F (WA
τ )∥B(L2(Rn)) = ∥F ◦ σ∥L∞(Z);

(jj) Presupunem, ı̂n plus, că operatorul liniar F (WA
τ ) : L2(Rn) → L2(Rn) este un

operator liniar mărginit. Atunci F (WA
τ ) : L2(Rn) → L2(Rn) este compact dacă s, i

numai dacă F (0) = 0;
(jjj) Operatorul liniar F (WA

τ ) : L
2(Rn) → L2(Rn) este ı̂n clasa Schatten-von Neumann

Sp, 1 ≤ p < ∞, dacă s, i numai dacă F ◦ |σ| ∈ Lp(Z). Mai mult, dacă F ◦ |σ| ∈ Lp(Z),
atunci

∥F (WA
τ )∥Sp = ∥F ◦ |σ|∥Lp(Z).

Observat, ia 1.7 Dacă operatorul liniar mărginit A ∈ B(H) satisface ipotezele din
Teorema 1.11, atunci transformata Weyl este de fapt un multiplicator Fourier standard.

Capitolul 2, intitulat ”Transformata Fourier α-ferăstrată (α-WFT)”, este dedicat
introducerii unei noi transformate timp-frecvent, ă, numită transformarea Fourier α-
ferăstrată (α-WFT), Gα

ϕ : L2(R2) → L2(R2) unde α este un parametru fract, ionar s, i

ϕ ∈ L2(R) \ {0} este o funct, ie fereastră.
Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol au făcut obiectul lucrării originale [10], inti-

tulată ”α-Windowed Fourier transform (α-WFT)”, lucrare publicată ı̂n Journal
of Pseudo-Differential Operators and Applications, vol. 15, article number 75, 2024, la
care autoarea tezei a fost coautor alături de Viorel Catană s, i Mihaela Grat, iela Scumpu.

Pentru ı̂nceput, redăm ı̂ntr-o prezentare succintă câteva not, iuni referitoare la trans-
formata Fourier fract, ionară, care a fost init, ial introdusă de Almeida ı̂n lucrarea [1].

Definit, ia 2.1 Pentru orice funct,ie f ∈ L2(R) transformata Fourier fractionară de
ordin α, notată Fα, este definită prin

Fα[f ](ξ) =

∫
R
f(x)Kα(x, ξ)dx, (8)

unde Kα(x, ξ) reprezintă nucleul FrFT s, i este dat de

Kα(x, ξ) =


√

1−i cotα
2π

exp
{
i(x2+ξ2) cotα

2
− iξx cscα

}
, α ̸= kπ

δ(x− ξ), α = 2kπ

δ(x+ ξ), α = 2(k + 1)π,
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unde (x, ξ) ∈ R2, k ∈ Z s, i δ(·) este o fuct,ie Dirac.

În cazul particular α =
π

2
transformata Fourier fract, ionară a funct, iei f ∈ L2(R) se

reduce, conform [1], la transformata Fourier clasică definită prin

F [f ](ξ) =
1√
2π

∫
R
f(x) exp {−iξx} dx.

Transformata Fourier fract, ionară inversă corespunzătoare relat, iei (8) este dată de

f(x) =

∫
R
Fα[f ](ξ)Kα(x, ξ)dξ.

Pentru orice f, g ∈ L2(R), relat, ia lui Parseval pentru transformata Fourier fract, ionară
este dată de

(Fα[f ],Fα[g])L2(R) = (f, g)L2(R) .

În particular, pentru f = g, obt, inem

∥Fα[f ]∥2L2(R) = ∥f∥2L2(R) .

care reprezintă relat, ia de conservare a energiei.

Următorul rezultat este reprezentat de o definit, ie a convolut, iei fract, ionale.

Definit, ia 2.2([33]) Fie f, g ∈ L2(R) două funct,ii. Atunci, convolut,ia fract,ionară
de ordin α, notată ∗α, este definită prin

(f ∗α g)(u) =
1√
2π

∫
R
f(x)g(u− x) exp

{
i(x2 − u2) cotα

2

}
dx. (9)

Pentru α =
π

2
, convolut, ia fract, ională definită mai sus se reduce la convolut, ia clasică

dată de

(f ∗ g)(u) = 1√
2π

∫
R
f(x)g(u− x)dx.

Teorema de convolut, ie corespunzătoare relat, iei (9) afirmă că

Fα[f ∗α g](ξ) = Fα[f ](ξ)F [g](ξ cscα),

pentru orice f, g ∈ L2(R).

În continuare definim conceptul de transformată Fourier α-ferăstrată. Mai ı̂ntâi,
reamintim definit, ia transformatei clasice Fourier ferăstrată (WFT) introdusă de Gabor
ı̂n lucrarea [15].

Definit, ia 2.3 (WFT, [15]) Pentru o funct,ie fereastră ϕ ∈ L2(R) \ {0}, funct,ia sa
fiică-fereastră sau nucleul său Fourier ferăstrat se notează cu ϕω,u s, i este definit prin

ϕω,u(x) = ϕ(x− u) exp{iωx}.
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Transformata Fourier ferăstrată a lui f ∈ L2(R) ı̂n raport cu funct,ia fereastră ϕ ∈
L2(R) \ {0} este definită prin

Gϕf(ω, u) =

∫
R
f(x)ϕω,u(x)dx.

Pentru a adopta o tratare matematică eficientă a transformatei Fourier α-ferăstrată
ce va fi introdusă, definim o familie de funct, ii Fα

ϕ (ω, u).

Definit, ia 2.4 Pentru o funct,ie fereastră ϕ ∈ L2(R) \ {0} ı̂mpreună cu parametrul
fract,ionar α, o familie de funct,ii Fα

ϕ (ω, u) este definită prin

Fα
ϕ (ω, u) =

{
ϕαω,u(x) := ϕ(x− u) exp

{
iωx− i(x2 − u2) cotα

2

}
, ω, u, x ∈ R

}
,

unde α ̸= nπ, n ∈ Z este denumit parametru fract,ionar.

Lema 2.1 Pentru ϕαω,u ∈ L2(R) avem∥∥ϕαω,u∥∥L2(R) = ∥ϕ∥L2(R).

Definit, ia 2.5 (α-WFT) Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră s, i fie α un para-
metru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, transformata Fourier α-ferăstrată
a funct,iei f ∈ L2(R) ı̂n raport cu ϕ s, i α este definită prin

Gα
ϕf(ω, u) =

(
f, ϕαω,u

)
L2(R)

=

∫
R
f(x)ϕαω,u(x)dx

=

∫
R
f(x)ϕ(x− u) exp

{
iωx− i(x2 − u2) cotα

2

}
dx

=

∫
R
f(x)ϕ(x− u) exp

{
−iωx+ i(x2 − u2) cotα

2

}
dx,

(10)

pentru orice (ω, u) ∈ R2.

Observat, ia 2.1 Este de remaracat faptul că transformata Fourier α-ferăstrată (α-

WFT) se reduce la transformata clasică Fourier ferăstrată (WFT) atunci când α =
π

2
.

Proprietăt, ile transformatei Fourier α-ferăstrată au reprezentat un subiect de interes
ı̂n cadrul celui de-al doilea capitol, astfel că ı̂n continuare enunt, ăm câteva rezultate.

Observat, ia 2.2 Transformata Fourier α-ferăstrată definită ı̂n relat, ia (10) poate fi
de asemenea exprimată ı̂ntr-o formă de convolut, ie după cum urmează

Gα
ϕf(ω, u) =

(
M−ωf ∗α ϕ̃

)
(u),

unde M−ωf(x) = exp {−iωx} f(x) s, i ϕ̃(x) = ϕ(−x).
Mai mult, putem observa că are loc următoarea egalitate
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Fα[Gα
ϕf(ω, u)](ξ) = Fα[M−ωf ](ξ)F [ϕ̃](ξ cscα).

Lema 2.2 Fie Gα
ϕf(ω, u) transformata Fourier α-ferăstrată a oricărei funct, ii f ∈

L2(R) ı̂n raport cu funct, ia fereastră ϕ ∈ L2(R). Atunci, obt, inem

Gα
ϕf(ω, u) = exp {−iωu}

∫
R
Fα[f ](ξ)F [exp{iωz}ϕ(z)](ξ cscα)Kα(u, ξ)dξ,

unde F reprezintă transformata Fourier dată prin relat, ia (8) ı̂n cazul particular α =
π

2
s, i (ω, u) ∈ R2.

Următoarele două rezultate fac referire la mărginirea transformatei Fourier α-ferăstrată.

Teorema 2.3 Fie ϕ ∈ Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ s, i fie f ∈ L1(R). Atunci,∥∥Gα
ϕf(ω, ·)

∥∥
Lp(R) ≤ ∥ϕ∥Lp(R) ∥f∥L1(R),

pentru orice ω ∈ R.
Propozit, ia 2.1 Fie ϕ ∈ Lp(R) s, i fie f ∈ Lq(R) unde p, q ∈ [1;∞] astfel ı̂ncât

1

p
+

1

q
= 1. Atunci, ∣∣Gα

ϕf(ω, u)
∣∣ ≤ ∥ϕ∥Lp(R) ∥f∥Lq(R),

pentru orice (ω, u) ∈ R2.

Observat, ia 2.3 Dacă presupunem p = q = 2 ı̂n ipotezele Propozit, iei 2.1 obt, inem
estimarea ∣∣Gα

ϕf(ω, u)
∣∣ ≤ ∥ϕ∥L2(R) ∥f∥L2(R) ,

pentru orice (ω, u) ∈ R2. Astfel, rezultă că Gα
ϕh este o funct, ie mărginită pe R2 pentru

orice f, ϕ ∈ L2(R), unde h(x) = f(x) exp

{
ix2 cotα

2

}
.

Propozit, ia 2.2 Transformata Fourier α-ferăstrată a funct,iei f ∈ L2(R) ı̂n raport
cu parametrul fract,ionar α s, i funct,ia fereastră ϕ ∈ L2(R) \ {0} poate fi redusă la
transformata clasică Fourier ferăstrată (WFT) astfel

Gα
ϕf(ω, u) = exp

{
−iu

2 cotα

2

}
Gϕh(ω, u),

pentru orice (ω, u) ∈ R2, unde h(x) = f(x) exp

{
ix2 cotα

2

}
.

În următorul rezultat studiem câteva proprietăt, i ale transformatei Fourier α-ferăstrată
(α-WFT).

Teorema 2.4 Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră s, i fie α un parametru
fract,ionar. Atunci, transformata Fourier α-ferăstrată (α-WFT) are următoarele pro-
prietăt,i
(i) Liniaritatea:
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[Gα
ϕ(λf + µg)(ω, u)] = λGα

ϕf(ω, u) + µGα
ϕg(ω, u),

pentru orice f, g ∈ L2(R) s, i pentru constante arbitrare λ s, i µ.
(ii) Paritatea:

Gα
Pϕ(Pf)(ω, u) = Gα

ϕf(−ω,−u),

unde Pf(x) = f(−x) pentru orice f ∈ L2(R).
(iii) Modulat,ia:

Gα
ϕ(Mω0f)(ω, u) = Gα

ϕf(ω − ω0, u),

unde Mω0f(x) = exp {iω0x} f(x) pentru orice f ∈ L2(R).
(iv) Translat,ia:

Gα
ϕ(Tx0f)(ω, u) = exp {−iux0 cotα} exp {−i(ω − x0 cotα)x0}

×Gα
ϕf(ω − x0 cotα, u− x0),

unde Tx0f(x) = f(x− x0) pentru orice f ∈ L2(R).
(v) Conjugarea:

Gα
ϕ
(f)(ω, u) = G−α

ϕ f(−ω, u),

pentru orice f ∈ L2(R).
(vi) Comutarea lui f cu ϕ:

Gα
ϕf(ω, u) = exp

{
−iu2 cotα

2

}
exp {−iωu}G−α

f ϕ(−ω + u cotα,−u)

pentru orice f ∈ L2(R).

În continuare amintim o proprietate a transformatei Fourier α-ferăstrată referitoare
la relat, ia de ortogonalitate.

Teorema 2.5 (Relat, ia de ortogonalitate) Fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră s, i fie α un parametru fract,ionar. Atunci∫

R

∫
R
Gα
ϕf(ω, u)G

α
ψg(ω, u)dωdu = 2π (ψ, ϕ)L2(R) (f, g)L2(R),

pentru orice f, g ∈ L2(R).

Observat, ia 2.4 În ipoteza că ϕ, ψ ∈ L2(R)\{0} astfel ı̂ncat (ψ, ϕ)L2(R) ̸= 0, relat, ia
din enunt,ul Teoremei 2.5 poate fi scrisă sub forma

(f, g)L2(R) =
1

2π (ψ, ϕ)L2(R)

∫
R

∫
R
Gα
ϕf(ω, u)G

α
ψg(ω, u)dωdu

Observat, ia 2.5 Conform acestei teoreme, următoarele afirmat, ii sunt adevărate:
(i) Dacă ϕ = ψ, atunci
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∫
R

∫
R
Gα
ϕf(ω, u)G

α
ϕg(ω, u)dωdu = 2π ∥ϕ∥2L2(R) (f, g)L2(R).

(ii) Dacă f = g s, i ϕ = ψ, atunci∫
R

∫
R

∣∣Gα
ϕf(ω, u)

∣∣2 dωdu = 2π ∥ϕ∥2L2(R) ∥f∥
2
L2(R),

sau echivalent ∥∥Gα
ϕf
∥∥
L2(R) = (2π)

1
2 ∥ϕ∥L2(R) ∥f∥L2(R).

(iii) Dacă ∥ϕ∥L2(R) = 1 ı̂n relat, ia (ii), atunci∫
R

∫
R

∣∣Gα
ϕf(ω, u)

∣∣2 dωdu = 2π ∥f∥2L2(R).

(iv) Dacă ∥ϕ∥L2(R) = 1 s, i ∥f∥L2(R) = 1 ı̂n relat, ia (ii), atunci∫
R

∫
R

∣∣Gα
ϕf(ω, u)

∣∣2 dωdu = 2π.

O altă proprietate interesantă a transformatei Fourier ferăstrată este reprezentată de
formula de inversiune, care permite reconstruirea semnalului original din transformarea
sa Fourier ferăstrată.

Teorema 2.6 (Formula de inversiune) Fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră astfel ı̂ncât (ψ, ϕ)L2(R) ̸= 0 s, i fie α un parametru fract,ionar. Atunci, orice

funct,ie f ∈ L2(R) poate fi reconstruită ı̂n felul următor

f(x) =
1

2π (ψ, ϕ)L2(R)

∫
R

∫
R
Gα
ϕf(ω, u)ψ

α
ω,u(x)dωdu, (11)

pentru orice x ∈ R. Mai mult, dacă ϕ = ψ, obt,inem

f(x) =
1

2π ∥ϕ∥2L2(R)

∫
R

∫
R
Gα
ϕf(ω, u)ϕ

α
ω,u(x)dωdu

pentru orice x ∈ R.
În continuare prezentăm un rezultat referitor la caracterizarea imaginii transforma-

tei Fourier α-ferăstrată

Teorema 2.7 (Caracterizarea imaginii lui Gα
ϕ) Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie

fereastră astfel ı̂ncât ∥ϕ∥L2(R) = 1 s, i fie α un parametru fract,ionar. Presupunem că

h ∈ L2(R). Atunci h ∈ Gα
ϕ (L

2(R)) dacă s, i numai dacă satisface următoarea relat,ie

h(ω′, u′) =

∫
R

∫
R
h(ω, u)

(
ϕαω,u, ϕ

α
ω′,u′

)
L2(R) dωdu,
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pentru orice (ω′, u′) ∈ R2.

Condit, ia de admisibilitate asociată transformatei Fourier α-ferăstrată (α-WFT) este
stabilită ı̂n următorul rezultat.

Propozit, ia 2.3 Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră. Atunci ϕ este o fereastră
admisibilă dacă

0 < Cϕ =

∫
R
|F [exp{iω·}ϕ(·)] (ξ cscα)|2 dω <∞, a.e. ξ ∈ R.

În propozit, ia următoare prezentăm un rezultat de convergent, ă referitor la formula
de reconstruct, ie (11).

Propozit, ia 2.4 Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră, fie α un parametru
fract,ionar s, i fie f ∈ L2(R) astfel ı̂ncât

fM,N(x) =
1

2π ∥ϕ∥2L2(R)

∫
R

∫
M<ω<N

Gα
ϕf(ω, u)ϕ

α
ω,u(x)dωdu.

Atunci, fM,N este uniform continuă s, i

Fα[fM,N ](ξ) =
1

2π ∥ϕ∥2L2(R)
Fα[f ](ξ)

{∫
M<ω<N

|F [exp{iωz}ϕ(z)] (ξ cscα)|2 dω
}
.

Propozit, ia 2.5 Fie ϕ ∈ L2(R) o funct,ie fereastră. Atunci, pentru orice f ∈ L2(R),
avem

lim
M→−∞,N→∞

∥∥∥∥∥f −
2π ∥ϕ∥2L2(R)

Cϕ
fM,N

∥∥∥∥∥
L2(R)

= 0.

Mai mult, dacă Fα[f ] ∈ L1(R), atunci

lim
M→−∞,N→∞

∥∥∥∥∥f −
2π ∥ϕ∥2L2(R)

Cϕ
fM,N

∥∥∥∥∥
L∞(R)

= 0.

În procesarea semnalelor, un principiu de incertitudine afirmă că produsul variant,elor

semnalului ı̂n domeniile timp s, i frecvent, ă are o limită inferioară. În ultimii ani, mai
mult, i autori au propus generalizări ale principiilor de incertitudine pentru diferite ti-
puri de funct, ii s, i transformări timp-frecvent, ă (vezi [18], [19], [34] s, i [39] pentru principii
de incertitudine asociate transformatei liniar canonică (LCT)).

În prima teoremă a subcapitolului 2.4 formulăm un principiu de incertitudine aso-
ciat transformatei Fourier α-ferăstrată (α-WFT definită ı̂n relat, ia (10)). Apoi, ı̂n cadrul
Teoremei 2.9, prezentăm pe scurt o formă a principiului de incertitudine Lieb pentru
transformata Fourier α-ferăstrată. Pentru mai multe detalii referitoare la principiul de
incertitudine Lieb, a se vedea de exemplu lucrările [2], [17] s, i [21].
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Teorema 2.8 Fie Gα
ϕf(ω, u) transformata Fourier α-ferăstrată a unei funct,ii ne-

triviale f ∈ L2(R). Atunci are loc următoarea inegalitate de incertitudine{∫
R
|ξ|2 |Fα[f ](ξ)|2 dξ

} 1
2
{∫

R

∫
R
|ρ|2

∣∣Fβ[Gα
ϕf(ω, u)](ρ)

∣∣2 dωdρ} 1
2

≥
π ∥ϕ∥2L2(R) |sin(α− β)|√

Cϕ
∥f∥2L2(R) ,

unde α s, i β sunt alese astfel ı̂ncât β = α− γ, sinα, sin β, sin γ ̸= 0 s, i ϕ este o undină
(wavelet) admisibilă.

Teorema 2.9 (Inegalitatea lui Lieb pentru transformata Fourier α-ferăstrată)
Fie f ∈ L2(R) o funct,ie s, i ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră. Atunci,

∥∥Gα
ϕf
∥∥
Lp(R2)

≤
(
2

p

) 1
p

∥f∥L2(R) ∥ϕ∥L2(R)

unde 2 ≤ p <∞.

În cadrul subcapitolului 2.5 stabilim o legătură ı̂ntre transformata Fourier α-ferăstrată
(α-WFT) s, i o versiune a distribut, iei fract, ionare Wigner definită prin analogie cu α-
WFT.

Definit, ia 2.6 (β-WD) Fie β ∈ R un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât β ̸= nπ, n ∈
Z. Atunci, distribut,ia fract,ionară β-Wigner (β-WD) a funct,iei f ∈ L2(R) este definită
prin

W βf(t, ξ) =

∫
R
f
(
t+

x

2

)
f
(
t− x

2

)
exp

{
i

(
ξx− (x2 − ξ2) cot β

2

)}
dx, (12)

unde (t, ξ) ∈ R2.

În următoarea teoremă stabilim o legătură ı̂ntre distribut, ia fract, ionară β-Wigner
(β-WD) s, i transformata Fourier α-ferăstrată (α-WFT).

Teorema 2.10 Dacă Gα
ϕf s, i W βf sunt transformata Fourier α-ferăstrată s, i, res-

pectiv, distribut,ia fract,ionară β-Wigner definite ı̂n relat,iile (10) s, i (12), atunci are loc
următoarea egalitate

W βf(t, ξ) =
1

π ∥ϕ∥2L2(R)
exp

{
i

(
−4t2 cotα− 2ξt+

ξ2

2
cot β

)}
×
∫
R

∫
R
exp {2it(u cotα + ω)}Gα

˜̃
ϕ
(M−2t cotαf)(−ω,−(u− 2t))

×Gα
ϕ

(
M−2ξ·+2(·−t)2 cotβf

)
(ω, u)dωdu.

În ultimul subcapitol al Capitolului 2 introducem versiunile semi-discretă s, i discretă
ale transformatei Fourier α-ferăstrată (α-WFT). Pentru versiunea semi-discretă fixăm
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parametrul de translat, ie u s, i lăsăm parametrul de frecvent, ă ω să varieze pe scările
discrete. Apoi, luăm ı̂n considerare ambii parametri care variază pe o ret,ea discretă ı̂n
planul timp-frecvent, ă fract, ionar. La final, prezentăm formula de reconstruct, ie asociată
transformatei Fourier α-ferăstrată discretă.

(i) Versiunea semi-discretă a transformatei Fourier α-ferăstrată
Pentru acest caz considerăm ω = mω0 unde ω0 este o constantă pozitivă fixată (numit
parametru de ret,ea (latice parameter)) s, i m ∈ Z. Atunci, familia de funct, ii continue
Fα
ϕ (ω, u) din Definit, ia 2.4 devine

Fα
ϕ (m,u) =

{
ϕαm,u(x) := ϕ(x− u) exp

{
imω0x−

i (x2 − u2) cotα

2

}
, x ∈ R

}
, (13)

unde α ̸= nπ, n ∈ Z s, i (m,u) ∈ Z× R.
Acum putem oferi o definit, ie a transformatei Fourier α-ferăstrată semi-discretă.

Definit, ia 2.7 Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră s, i fie α un parametru
fract,ionar. Atunci, pentru orice f ∈ L2(R), avem

Gα
ϕf(m,u) =

∫
R
f(x)ϕαm,u(x)dx,

unde ϕαm,u este dată ı̂n relat,ia (13) s, i numărul ı̂ntreg m controlează frecvent,a ω.

(ii) Versiunea discretă a transformatei Fourier α-ferăstrată
Pentru această versiune considerăm ω = mω0 s, i u = nu0 unde ω0 s, i u0 sunt constante

pozitive fixate (numite parametrii de ret,ea) s, i m,n ∈ Z. În acest context, obt, inem
următoarea familie discretă de funct, ii

ϕαm,n(x) = ϕ(x− nu0) exp

{
imω0x−

i
(
x2 − (nu0)

2) cotα
2

}
, (14)

unde α ̸= kπ, k ∈ Z s, i x ∈ R.
Acum putem oferi o definit, ie a transformatei Fourier α-ferăstrată discretă.

Definit, ia 2.8 Fie ϕ ∈ L2(R) \ {0} o funct,ie fereastră s, i fie α un parametru
fract,ionar. Atunci, pentru orice f ∈ L2(R), avem

Gα
ϕf(m,n) =

∫
R
f(x)ϕαm,n(x)dx,

unde ϕαm,n este dată ı̂n relat,ia (14) s, i numerele ı̂ntregi m s, i n controlează frecvent,a s, i
translat,ia.

Capitolul 3 este intitulat ”Operatori de localizare asociat, i transformatei Fourier
α-ferăstrată”. Prima sect, iune a acestui capitol este dedicată operatorilor de localizare
asociat, i transformatei Fourier α-ferăstrată, rezultatele referitoare la acest subiect fi-
ind incluse ı̂n lucarea originală [11], intitulată ”Localization operators related to
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α-windowed Fourier transform”, lucrare care a fost publicată ı̂n UPB Scientific
Bulletin, Series A, Applied Mathematics and Physics, vol. 86, iss. 4, 2024, la care
autoarea tezei are calitatea de coautor alături de Viorel Catană s, i Mihaela Grat, iela
Scumpu.

În a doua sect, iune a Capitolului 3, considerând β o funct, ie cu descres,tere rapidă din
spat, iul Schwartz S(R), introducem ı̂n cadrul Definit, iei 3.4 o nouă clasă de operatori
de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) asociat, i transformatei Fourier α-ferăstrată.
De asemenea, studiem proprietăt, ile de mărginire, compacitate s, i apartenent, ă la clasele
Schatten-von Neumann pentru această clasă de operatori de localizare.

Definit, ia 3.1 Fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii fereastră s, i fie α un parametru
fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, operatorul Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R)
definit ı̂n sens slab prin(

Lασ,ϕ,ψf, g
)
L2(R) =

∫
R

∫
R
σ(ω, u)Gα

ϕf(ω, u)G
α
ψg(ω, u)dωdu

=

∫
R

∫
R
σ(ω, u)

(
f, ϕαω,u

)
L2(R)

(
ψαω,u, g

)
L2(R) dωdu,

pentru orice f, g ∈ L2(R) sau definit ı̂n sens tare prin

Lασ,ϕ,ψf =

∫
R

∫
R
σ(ω, u)

(
f, ϕαω,u

)
L2(R) ψ

α
ω,udωdu,

pentru orice f ∈ L2(R), este numit operatorul de localizare asociat transformatei Fou-
rier α-ferăstrată ı̂n raport cu simbolul σ ∈ L1(R2) + L∞(R2).

Observat, ia 3.1 Utilizând formula de inversiune din Teorema 2.6, operatorul de
localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) poate fi definit sub forma(

Lασ,ϕ,ψf, g
)
L2(R) =

1

2π (ψ, ϕ)L2(R)

∫
R

∫
R
σ(ω, u)Gα

ϕf(ω, u)G
α
ψg(ω, u)dωdu,

pentru orice f, g ∈ L2(R) s, i ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct, ii fereastră astfel ı̂ncât
(ψ, ϕ)L2(R) ̸= 0.

Observăm că dacă σ(ω, u) = 1 pentru orice (ω, u) ∈ R2, atunci relat, ia de ortogo-
nalitate din Teorema 2.5 implică faptul că operatorul liniar corespunzător coincide cu
operatorul identitate pe L2(R). Deci, funct, ia σ : R2 → C care este numită simbol al
operatorului de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este introdusă pentru a localiza pe

R2, astfel ı̂ncat să obt, inem un operator liniar mărginit netrivial pe L2(R). De aici s, i
terminologia utilizată frecvent de operator de localizare.

Rezultă că operatorii considerat, i ı̂n Definit, ia 3.1 s, i cei din Observat, ia 3.1 diferă
printr-o constantă multiplicativă care depinde de cele două ferestre admisibile ϕ, ψ ∈
L2(R) \ {0}.

În continuare, vom aminti câteva rezultate referitoare la mărginirea ı̂n L2(R) a ope-
ratorului de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R). Propozit, iile 3.1 s, i 3.2 cuprind studiul
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proprietăt, ii de mărginire a operatorului de localizare Lασ,ϕ,ψ, atunci când simbolul σ

apart, ine spat, iilor L1(R2), respectiv L∞(R2).

Propozit, ia 3.1 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, operatorul
de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este un operator liniar bine definit s, i mărginit∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥B(L2(R)) ≤ ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L1(R2) .

Propozit, ia 3.2 Fie σ ∈ L∞(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, operatorul
de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este un operator liniar bine definit s, i mărginit∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥B(L2(R)) ≤ 2π ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L∞(R2) .

În cadrul următoarei teoreme studiem mărginirea ı̂n L2(R) a operatorului de loca-
lizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) atunci când σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞.

Teorema 3.1 Fie σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞ un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două
funct,ii fereastră s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci,
există un unic operator liniar mărginit Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) astfel ı̂ncât∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥B(L2(R)) ≤ (2π)

1
p′ ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥Lp(R2) ,

unde p′ este indicele conjugat al lui p
(
i.e. 1

p
+ 1

p′
= 1
)
s, i Lασ,ϕ,ψ este definit pentru orice

f, g ∈ L2(R) s, i toate funct,iile simple σ ∈ R2 pentru care µ{(ω, u) ∈ R2 : σ(ω, u) ̸=
0} <∞.

În următoarele enunt,uri prezentăm câteva rezultate referitoare la proprietăt, ile Schatten-
von Neumann ale operatorului de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R), atunci când sim-

bolul său σ este ı̂n Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞.

Propozit, ia 3.3 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, operatorul
de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este ı̂n clasa Hilbert-Schmidt S2 s, i

∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥2S2
=

∞∑
n=1

∥∥Lασ,ϕ,ψξn∥∥2L2(R),

unde {ξn}n≥1 este o bază ortonormală a lui L2(R).
Propozit, ia 3.4 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii

fereastră s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, operatorul
de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este ı̂n clasa trace S1 s, i∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥S1

≤ ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L1(R2).
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În următoarea propozit, ie enunt, ăm s, i demonstrăm un rezultat de compacitate re-
feritor la operatorul de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R), ı̂n ipoteza că simbolul său

σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p <∞.

Propozit, ia 3.5 Fie σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p <∞ un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două
funct,ii fereastră s, i fie α be un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci,
operatorul de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este compact.

Teorema 3.4 Fie σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞ un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două
funct,ii fereastră s, i fie α be un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci,
operatorul de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) este ı̂n clasa Schatten-von Neumann
Sp s, i ∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥Sp

≤ (2π)
1
p′ ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥Lp(R2),

unde p′ este indicele conjugat al lui p.

În următorul rezultat prezentăm o estimare bilaterală a normei ı̂n clasa trace a
operatorului de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R), considerând simbolul σ ∈ L1(R2).

Teorema 3.5 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R)\{0} două funct,ii fereastră
s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, are loc următoare
estimare

1

π
(
∥ϕ∥2L2(R) + ∥ψ∥2L2(R)

) ∥σϕ,ψ∥L1(R2) ≤
∥∥Lασ,ϕ,ψ∥∥S1

≤ ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L1(R2),

(15)
unde σϕ,ψ : R2 → C este definit prin

σϕ,ψ(ω, u) =
(
Lασ,ϕ,ψϕ

α
ω,u, ψ

α
ω,u

)
L2(R).

În propozit, ia următoare stabilim o formulă pentru urma tr
(
Lασ,ϕ,ψ

)
a operatorului

de localizare Lασ,ϕ,ψ : L2(R) → L2(R) ı̂n ipoteza că σ ∈ L1(R2).

Propozit, ia 3.6 În ipotezele Teoremei 3.4 rezultă că urma tr
(
Lασ,ϕ,ψ

)
a operatorului

de localizare Lασ,ϕ,ψ este dată de formula

tr
(
Lασ,ϕ,ψ

)
=

∫
R

∫
R
σ(ω, u)

(
ψαω,u, ϕ

α
ω,u

)
L2(R) dωdu.

Observat, ia 3.2 Dacă σ este o funct, ie reală pozitivă ı̂n L1(R2) s, i ϕ = ψ, atunci
estimările din relat, ia (15) sunt sharp (precise).

În continuare formulăm s, i demonstrăm un rezultat referitor la norma ı̂n clasa trace
S1 a puterii n pentru produsul a doi operatori de localizare.

Propozit, ia 3.7 Fie σ1, σ2 două funct,ii reale pozitive ı̂n L1(R2) s, i fie ϕ o funct,ie
fereastră ı̂n L2(R) \ {0}. Presupunem că operatorii Lασ1,ϕ,ϕ : L

2(R) → L2(R) s, i Lασ2,ϕ,ϕ :
L2(R) → L2(R) comută unul cu celălalt, iar operatorul Lασ1,ϕ,ϕL

α
σ2,ϕ,ϕ

: L2(R) → L2(R)
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este pozitiv. Atunci, operatorii liniari Lασ1,ϕ,ϕ, L
α
σ2,ϕ,ϕ

s, i Lασ1,ϕ,ϕL
α
σ2,ϕ,ϕ

sunt pozitivi s, i

apart,in clasei trace S1. În plus,∥∥(Lασ1,ϕ,ϕLασ2,ϕ,ϕ)n∥∥S1
≤
∥∥Lασ1,ϕ,ϕ∥∥nS1

∥∥Lασ2,ϕ,ϕ∥∥nS1
,

pentru orice n ∈ N.
În subcapitolul 3.2 ne concentrăm atent, ia pe o nouă clasă de operatori de locali-

zare de forma βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) asociat, i transformatei Fourier α-ferăstrată,
considerând β o funct, ie cu descres,tere rapidă din spat, iul Schwartz S(R).

În următorul rezultat definim noua clasă de operatori de localizare βLασ,ϕ,ψβ :

L2(R) → L2(R) asociat, i transformatei Fourier α-ferăstrată.

Definit, ia 3.9 Fie σ ∈ L1(R2) + L∞(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două
funct,ii fereastră (undine) admisibile, fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸=
nπ, n ∈ Z s, i fie β ∈ S(R), unde S(R) reprezintă spat,iul Schwartz al funct,iilor cu
descres, tere rapidă pe R. Atunci, operatorul de localizare asociat transformatei trans-
formatei Fourier α-ferăstrată βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) este definit prin(

βLασ,ϕ,ψβf, g
)
L2(R) =

(
Lασ,ϕ,ψβf, βg

)
L2(R)

=

∫
R

∫
R
σ(ω, u)

(
βf, ϕαω,u

)
L2(R)

(
ψαω,u, βg

)
L2(R) dωdu

=

∫
R

∫
R
σ(ω, u)

(
f, βϕαω,u

)
L2(R)

(
βψαω,u, g

)
L2(R) dωdu,

(16)

pentru orice f, g ∈ L2(R).
Aces,ti operatori ne-autoadjunct, i amintesc de operatorii Landau–Pollak–Slepian

ı̂ntâlnit, i s, i ı̂n lucrările [22], [27], [30], [31] s, i [32].

Pentru operatorii introdus, i ı̂n relat, ia (16) suntem interesat, i să studiem mărginirea
s, i proprietăt, ile Schatten-von Neumann. Un prim rezultat ı̂n acest sens este referitor
la L2-mărginirea operatorului de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R), atunci când
simbolul σ ∈ L1(R2).

Propozit, ia 3.8 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci,
pentru orice funct,ie β din spat,iul Schwartz S(R), operatorul de localizare βLασ,ϕ,ψβ :

L2(R) → L2(R) este mărginit s, i∥∥βLασ,ϕ,ψβ∥∥B(L2(R)) ≤ ∥β∥2L∞(R) ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L1(R2) .

Un rezultat referitor la L2-mărginirea operatorului de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) →
L2(R), atunci când simbolul σ ∈ L∞(R2), este prezentată ı̂n următoarea propozit, ie.

Propozit, ia 3.9 Fie σ ∈ L∞(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două funct,ii
fereastră admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci,
pentru orice funct,ie β din spat,iul Schwartz S(R), operatorul de localizare βLασ,ϕ,ψβ :

L2(R) → L2(R) este mărginit s, i
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∥∥βLασ,ϕ,ψβ∥∥B(L2(R)) ≤ 2π ∥β∥2L∞(R) ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L∞(R2) .

În cadrul următoarei teoreme prezentăm un rezultat de mărginire ı̂n L2(R) pentru
operatorul de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R), atunci când simbolul σ ∈ Lp(R2),
1 ≤ p ≤ ∞.

Teorema 3.6 Fie σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞ un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R) \ {0} două
funct,ii fereastră admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z.
Atunci, pentru orice funct,ie fixată β din spat,iul Schwartz S(R), există un unic operator
de localizare liniar s, i mărginit βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) astfel ı̂ncât∥∥βLασ,ϕ,ψβ∥∥B(L2(R)) ≤ (2π)

1
p′ ∥β∥2L∞(R) ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥Lp(R2) ,

unde p′ este indicele conjugat al lui p
(
i.e. 1

p
+ 1

p′
= 1
)
.

De asemenea, putem enunt,a s, i demonstra un rezultat referitor la apartenent,a ope-
ratorului de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) la clasa trace S1.

Teorema 3.7 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R)\{0} două funct,ii fereastră
admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, pentru
orice funct,ie β din spat,iul Schwartz S(R), operatorul de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) →
L2(R) este ı̂n clasa trace S1 s, i∥∥βLασ,ϕ,ψβ∥∥S1

≤ ∥β∥4L∞(R) ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L1(R2).

În următorul rezultat prezentăm formula pentru urma tr
(
βLασ,ϕ,ψβ

)
a operatorului

de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R).

Propozit, ia 3.10Urma tr
(
βLασ,ϕ,ψβ

)
a operatorului de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) →

L2(R) este dată prin

tr
(
βLασ,ϕ,ψβ

)
=

∫
R

∫
R
σ(ω, u)

(
βψαω,u, βϕ

α
ω,u

)
L2(R) dωdu.

Un rezultat referitor la compacitatea operatorului de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) →
L2(R) este prezentat ı̂n continuare.

Propozit, ia 3.11 Fie σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞ un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R)\{0} două
funct,ii fereastră admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈
Z. Atunci, pentru orice funct,ie β din spat,iul Schwartz S(R), operatorul de localizare
βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) este compact.

Considerând simbolul σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞ s, i folosind teorema de interpolare
Riez-Thorin pentru spat, iile Lebesgue s, i clasele Schatten-von Neumann se poate demon-
stra că operatorul de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) este ı̂n clasa Schatten-von
Neumann Sp.
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Propozit, ia 3.12 Fie σ ∈ Lp(R2), 1 ≤ p ≤ ∞ un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R)\{0} două
funct,ii fereastră admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈
Z. Atunci, pentru orice funct,ie β din spat,iul Schwartz S(R), operatorul de localizare
βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R) este ı̂n clasa Schatten-von Neumann Sp s, i∥∥βLασ,ϕ,ψβ∥∥Sp

≤ (2π)
1
p′ ∥β∥2L∞(R) ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥Lp(R2) ,

unde p′ este indicele conjugat al lui p.

În următorul rezultat prezentăm o estimare bilaterală a normei ı̂n clasa trace a
operatorului de localizare βLασ,ϕ,ψβ : L2(R) → L2(R), considerând simbolul σ ∈ L1(R2).

Teorema 3.8 Fie σ ∈ L1(R2) un simbol, fie ϕ, ψ ∈ L2(R)\{0} două funct,ii fereastră
admisibile s, i fie α un parametru fract,ionar astfel ı̂ncât α ̸= nπ, n ∈ Z. Atunci, are loc
următoare estimare

1

π
(
∥ϕ∥2L2(R) + ∥ψ∥2L2(R)

) ∥σϕ,ψ∥L1(R2) ≤
∥∥βLασ,ϕ,ψβ∥∥S1

≤ ∥β∥2L∞(R) ∥ϕ∥L2(R) ∥ψ∥L2(R) ∥σ∥L1(R2) ,

unde σϕ,ψ : R2 → C este dat prin

σϕ,ψ(ω, u) =
(
βLασ,ϕ,ψβϕ

α
ω,u, ψ

α
ω,u

)
L2(R).
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[16] P. Górka, H. Prado, E.G. Reyes, On a general class of nonlocal equations, Ann.
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