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Sinteza tezeil

Mentionez ca numerotarea tuturor enunturilor din acest rezumat coin-
cide cu cea din teza de doctorat.

Teza de doctorat este organizata dupa cum urmeaza.

In primul capitol al acestei teze, intitulat ” Functii de multiplicatori Fourier generalizati”,
introducem si studiem o clasa de operatori liniari definiti pe un spatiu Hilbert separabil
H. Toate aceste rezultate au fost publicate in lucrarea originala [9], intitulata ” Gene-
ralized Fourier multipliers”, lucrare care a fost publicata in Annals of Functional
Analysis, vol. 14, article number 34, 2023, la care autoarea tezei a fost coautor alaturi
de Viorel Catana si Horia-George Georgescu.

Fie H un spatiu Hilbert complex separabil dotat cu produsul scalar (-,-),, fie
{€n}nez 0 baza ortonormala pentru H si fie A : H — H un operator liniar marginit.
Atunci introducem operatorul liniar

]:713 tH — LQ(Z)7 ]:ﬁf = {(Af7 en)'H}neZ (1>

pentru orice f € H. Acest opeartor poate fi numit ,,aplicatie de coordonare”.

B(H) este multimea tuturor operatorilor liniari marginiti din spatiul Hilbert H la
el Insusi.

Teorema 1.1 (Teorema lui Plancherel) Fie A € B(H) astfel incat A*> = I, unde
I : H — H este operatorul identitate. Atunci, operatorul liniar Fi} : H — L*(Z)
satisface urmatoarea relatie

(Fiif - Fii9) 2zy = (Af. Agn.

pentru orice f,g € H. Mai mult, operatorul liniar F5} : H — L*(Z) este o bijectie.

Observatia 1.1 Daca presupunem in plus ca A este un operator auto-adjunct,
atunci rezulta ci Fj, : H — L*(Z) este un izomorfism izometric.

Corolarul 1.1 Operatorul liniar (]—‘ﬁ)_l = Fi' . L*(Z) — H definit prin relatia

(F) " a=Fla= a,Ae, 2)
nez
pentru orice sir a = {a, }nez din L?(Z), este inversul operatorului F; : H — L*(Z).

Observatia 1.2 (i) Fie a € L?(Z) si fie A2 = I, unde I : H — H este operatorul
identitate. Atunci, conform definitiei anterioare Fz' = (fﬁ)_l : L*(Z) — M obtinem
fé‘a = Z an,Ae,. Prin urmare,

nel
A]-fa: E anA’e, = E G,

nez neL

si



= Oy,

(A]-"fa, em)H

pentru orice m € Z. In plus, putem observa ca

E An€n

neL

2

-l

H neL

| AFLally, =

(ii) Fie A € B(H) un operator liniar marginit astfel incat A> = I. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(j) A este un operator auto-adjunct;
(jj) A este un operator unitar;
(jij) A este o izometrie.

Observatia 1.3 Daca consideram A = I : H — H si H = L*(S'), unde S* este
L
e
V2T
atunci recuperam multiplicatorii Fourier pe S, care au fost studiati in lucrarile [23],
[24], [25], [26] si [35].

cercul unitar cu centrul in origine, e, (s) = " pentrus € S'n € Zsio € L™(Z),

In continuare prezentam definitia multiplicatorilor Fourier generalizati.

Definitia 1.1 Fie 0 : Z — C o functie masurabila pe si fie A € B(H) un operator
liniar marginit. Atunci, putem defini in mod formal operatorul liniar T : H — H prin
urmatoarea formula

THf = o(n)(Af, en)nAen. (3)
nez
pentru orice f € H.

Dacé presupunem ci A2 = I unde I : H — H este operatorul identitate, folosind

Teorema 1.1 si relatiile (1), (2), putem rescrie operatorul de mai sus in urmatorul fel

TAf =Fio-Fif) = (FA) " (o Fif), (4)

pentru orice f € H.

Observam ca prima egalitate din relatia (4) are loc pentru orice operator liniar
marginit A si cea de-a doua este valabila doar dacd A? = I.

Daca A? = I si A este un operator auto-adjunct, atunci remarcam ca multiplicatorul
Fourier generalizat T2 coincide cu un multiplicator Fourier clasic pe H, care are forma

T Z fv (Pn HPn» vf € Ha

neL

unde {¢, }nez este o baza ortonormala pe H.

In particular, daci A = I atunci multiplicatorul Fourier generalizat T4 definit in
relatia (3) coincide, de asemenea, cu un multiplicator Fourier standard. Prm urmare,
vom numi 74 multiplicatorul Fourier generalizat pe H corespunzator simbolului o, ori
de cate ori seria din relatia (3) este convergenta in H.

Putem remarca si faptul ca, in cazul particular A = I, unde I : ‘H — H este
operatorul identitate si spatiul Hilbert H este egal cu L?*(S') sau cu L?*(S), vom obtine



doua exemple semnificative de multiplicatori Fourier standard introdusi si studiati in
lucrarile [7] si [8]. Mentionam c& aici S! reprezinta cercul unitar cu centrul in origine
si (S,B,m) este un spatiu cu masurd finita astfel incat L?(S) este un spatiu Hilbert
separabil.

In continuare suntem interesati de studierea proprietatilor de marginire, compaci-
tate si apartenenta la clasele Schatenn von-Neuman pentru aceasta clasa de multipli-
catori Fourier generalizati.

Propozitia 1.2 Fie 0 : Z — C o functie mdsurabild astfel incit o € LY(Z) si
fie A € B(H) un operator liniar marginit. Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat
TA . H — H este marginit. In plus

||T<;4HB(H) < ||A||%3(H)||U\|L1(Z)-
Propozitia 1.3 Fie 0 € L*(Z) si fie A € B(H) un operator liniar mdrginit.

Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat T2 : H — H este un operator liniar mdrginit
St

1T 500 < 1Al o]z
Propozitia 1.4 Fie 0 : Z — C o functie masurabila si fie A € B(H) un operator

liniar mdrginit astfel incat A2 = I. Atunci T? : H — H este un operator liniar
marginit daca si numai daca o € L®(Z). Mai mult, daca o € L>®(Z), atunci

1T 500 < 1Al ol
In plus, daca presupunem ca A : H — H este un operator auto-adjunct, atunci
1T 500 = 1AIB@0 lollz=@) = o]z @)-

Ultima egalitate este o consecinta a Observatiei 1.2 (iii).

Teorema 1.3 Fieo € LP(Z),1 < p < oo si A: H — H un operator liniar marginit.
Atunci, existd un unic operator liniar marginit T2 : H — H astfel incat

HT;‘”B(H) < HAH%(H)HUHLP(Z%

unde T este dat de relatia (4) pentru f € H si toate functiile simple o pe 7 pentru
care p{n € Z : o(n) # 0} < oc.

Observatia 1.4 In plus, dacd presupunem ca A? = I, rezulta ca
1T 500 < llollr@)
folosind Observatia 1.2 (iii).

In urmétoarea teorema prezentam un rezultat referitor la teoria spectrala a multi-
plicatorilor Fourier generalizati pe H.

Teorema 1.4 Fie 0 : Z — C o functie masurabila astfel incat o € L*(Z) si fie
A H — H un operator liniar marginit astfel incat A2 = I, unde I : H — H este

4



operatorul identitate. Atunci, o(n) este o valoare proprie a lui T? : H — H si Ae,

este functia proprie corespunzdtoare pentru orice n € Z. In plus, spectrul lui T2, notat
by (T;‘), este dat de

S(T)) ={o(n) :n ez},
unde {...}¢ reprezintd inchiderea in C a sirului {...}.

Teorema 1.5 Fie 0 : Z — C o functie mdsurabild astfel incat o € L*(Z) si fie
A H — H un operator marginit si auto-adjunct. Atunci, multiplicatorul Fourier
generalizat TA . H — H este in clasa Schatten-von Neumann Sy (clasa trace) si

1T, < 41 ANE G o]l 2)-

Teorema 1.6 Fie 0 € LP(Z),1 < p < oo si fie A:H — H un operator marginit
si auto-adjunct. Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat T : H — H este in clasa
Schatten-von Neumann S, st

1T, < 47 1413 g lloll oz

Propozitia urmatoare presupune o caracterizare a multiplicatorilor Fourier generalizati
compacti T2 : H — H.

Propozitia 1.5 Fie 0 € LP(Z),1 < p < o0 o functie masurabila si fie A :H — H
un operator mdrginit si auto-adjunct. Atunci multiplicatorul Fourier generalizat T :
H — H este compact.

Urmatorul rezultat prezinta formula pentru urma #r(7T) a multiplicatorul Fourier
generalizat T4 : H — H atunci cand o € L'(Z).

Teorema 1.7 Fie o € LY(Z) si fie A : H — H un operator marginit si auto-adjunct.
Atunci, multiplicatorul Fourier generalizat T? : H — H este in clasa Schatten-von
Neumann Sy si urma sa este data de

tr(T]) =Y o(n)l|Ae, |3,
nez
unde {e, }nez este o bazda ortonormald.

In continuare, definim functia de multiplicatori Fourier generalizati F (TA) . H —
‘H, unde F': C — C este o functie continua.

Definitia 1.2 Fie F' : C — C o functie continua, fie o : Z — C o functie masurabila
si fie A H — H un operator liniar marginit. Atunci, definim formal operatorul liniar
F(TA) : H — H prin urmdtoarea formuld

F(TYf = S Flo(n)(Af, ea)yAen,  f €M,

neL



unde TA : H — H este un multiplicator Fourier generalizat pe H.

Teorema urmatoare prezinta conditiile necesare si suficiente pentru ca functia de
multiplicatori Fourier generalizati F(T4) : H — H pe un spatiu Hilbert H si fie un
operator compact.

Teorema 1.8 Fie o : Z — C o functie masurabila, fie F' : C — C o functie continua
astfel incat Foo € L*(Z) si fie A: H — H un operator marginit si auto-adjunct astfel
incat A2 = 1. Atunci, F(T?) : H — H este un operator compact dacd si numai dacd

lim F(o(n)) =0.

[n|]—o0

Un rezultat referitor la valoarea absoluta a functiei de multiplicatori Fourier generalizati
F(T?) : H — H este prezentat in urméatorul enunt.

Teorema 1.9 Fie 0 : Z — C o functie masurabila, fie A : H — H un operator
mdrginit si auto-adjunct astfel incit A*> = I si fie ' : C — C o functie continud cu
urmatoarele proprietati:

(i) Foo € L*(Z);

(ii) Foo=Fog;

(iii) F(o(n)) — 0 cand |n| — oo;

(iv) F (z120) = F (21) F (22), pentru orice z1,zy € C.

Atunci

|F(T)| = F(T}7),

ol

1

unde |F(T2)| = (F(T2)*F(T7))? reprezintd valoarea absolutd a operatorului F(T2) :
H—H.

Proprietatile Schatten-von Neumann ale functiei de multiplicatori Fourier generalizati
F (T2) : H — H sunt studiate In continuare.

Teorema 1.10 Fie 0 : Z — C o functie masurabila, fie A : H — H un operator
mdrginit si auto-adjunct astfel incit A*> = I si fie F: C — C o functie continud cu
urmatoarele proprietati:

(i) Folo| € LP(Z),1 <p < oo;

(ii)) Foo = F oo,

(i) |F oo| =[Fo|o||;

(iv) F (z120) = F (21) F (22), pentru orice z1,zy € C.

Atunci F (T2) : H — H este in clasa Schatten-von Neumann S, dacd si numai
daci Folo| € LP(Z),1 < p < oo. In plus, daci F o |o| € LP(Z), atunci

[F (T, = IF o lolllze),

unde || - ||s, reprezintd norma in clasa Schatten-von Neumann S,.

Fie A : H — H un operator liniar marginit astfel incat A% = I si fie F : R —
R, o functie continua. In cele ce urmeaza, prezentam cateva rezultate referitoare la



solvabilitatea ecuatiei
F(T))f+X =g, f.g€™, (5)

asociat operatorului liniar F’ (T;‘) : H — H unde X este un numar real pozitiv. Putem
rescrie ecuatia (5) astfel

F(T}) f+ A =g Y Flon)(Af,en)ude, + A (Af,en)nde, =g

nez nez

&Y (F(o(n) +A) (Af, en)nAen = g (6)
&> (F(o(n) + \) Fiif(n)Ae, = g.

Presupunem ca o : Z — R este o functie masurabila cu valori reale pozitive si ca A
este un numar real pozitiv. Folosind faptul c& operatorul liniar 7} : H — L*(Z) este o
bijectie (conform Teoremei 1.1), rezulta ca pentru orice g € H exista f € H astfel incat

A A
Fif(n) = % pentru orice n € Z, deoarece sirul {%} € L*(Z).
a(n o(n
Fie g € H o functie arbitrara astfel incat g = Z(Ag, en)nAe,. Atunci, rezulta ca

neZ
f € H definit prin

_ (Aga en)?—t
F= % Flo(n) + A6

este unica solutia a ecuatiei (5).
Desigur, conform relatiei (6), avem

(F (T2 4 0) 1 = (Flom) +3) - 52 ae,

~ (o(n)) + A
= Z(Ag, en)nAen

neL

=A (Z(Ag, en)H6n>

neL

= A(Ag) = g.

Pentru a studia regularitatea solutiilor ecuatiei (5) trebuie sa introducem unele
spatii Hilbert convenabile (pentru mai multe detalii privind geneza acestor spatii Hil-
bert, a se vedea de exemplu lucrarile [3], [4] si [16]).

In ceea ce priveste regularitatea solutiei ecuatiei (5), introducem spatiul H2* astfel:
mai intai, consideram spatiul Hilbert

L**(7) = {{an}nez,an eC: Z |, | (1+ (J(n))z)k < oo} , k€ (0,00)

neL



in care produsul scalar este dat de
B) iz = > b (14 (a(n)) 9k
nez

pentru orice a = (),cz 8 = (Bn)pez » O Bn € C. Apoi, stabilim

H* = {fGH D IAf en)nl* (1 ((n))Q)k<OO}

neL

_ {f eH: {Fifn)}, _, € Li”“(Z)}, k€ (0,00).
Spatiul 7-7?’“ este Inzestrat cu produsul scalar

(- Pz = ({FA O} e, AT} 2)
=N F A Ff) (1+ (0(n)?)",

nel

daca

= Fihn)Aen, f2=_ Fsifaln)Ae,.

nez ne”L

Putem sa observam faptul ca 7-7;,4”“ este un spatiu Hilbert izometric izomorf cu
L2*(Z) prin izomorfismul izometric G4 : HAR — [2F(Z) dat de

G f ={Fuf(n)}, oy
intr—adevér,
|G F |2y = D FF O (14 (02" = [ F1Z-
nez

Fie F': R — R, o functie continua reala pozitiva. Presupunem ca exista o constanta
pozitiva C astfel incat

C(1+7) < F(r), (7)

pentru orice 7 € X (T;‘) = {o(n) : n € Z}°. Aceasta este o conditie de elipticitate
pentru functia F.
Acum, consideram spatiul

Wi, = {fE’H SO 1AL el (1 + Flo(n >>>2<oo}

nez
cu produsul scalar definit de

(£ 9mp, = D _(Af en)u(Ag. en)u (1+ F(o(n))*,

ne”L



pentru orice f,g € H. Prin conditia de elipticitate (7), se mentine urmatoarea inclu-
ziune continua

Hip, — HOE.
In continuare, considerfm operatorul Lﬁa : ﬁ?}a — H, Lﬁa = F(TA) + I, definit
prin
Ly, f =) (F(o(n)) +1) (Af, en)nAe,
nez
pentru orice f € ﬁég, unde [ : H — H este operatorul identitate.

Propozitia 1.6 Fie 0 : Z — C o functie masurabila reala pozitiva, fie A H — H
un operator liniar marginit astfel incat A2 = I, fie T2 : H — H multiplicatorul
Fourier generalizat corespunzator si fie F' : R — Ry o functie continua reala pozitiva
care satisface relatia (7). Atunci, pentru orice g € H, ecuatia liniard

A
LF,Uf =g
are o unica solutie f € ﬁﬁa. Mai mult,

Fllza = gl

Observatia 1.5 Daca presupunem, in plus, ca operatorul liniar A : H — H din
Propozitia 1.6 este, de asemenea, un operator auto-adjunct obtinem Hf”ﬁg = ||glln
pentru f € ﬁfﬂﬁ sige H.

Observatia 1.6 In ipotezele de mai sus, ecuatia liniard F(TA)f + Af = g este

F
echivalentd cu ecuatia liniard L& f = h, unde G = 5\ si h = % Astfel, conform
Propozitiei 1.6, ultima ecuatie are o solutie unica f € ﬁé,o‘ si, in plus,

1l = I1ARIle

Prin urmare, ecuatia liniara initiald are o unica solutie f € Ha , = He , cu
: £

1
||f||;q%‘0 = 5 1Agll.
Daca operatorul liniar A € B(H) este, de asemenea, auto-adjunct, atunci

1
£z = 5ol
E A
byl

In continuare prezentam un exemplu de functie de multiplicatori Fourier generalizati
in legatura cu o transformata bine cunoscuta si foarte importanta, care ilustreaza
interactiunea dintre analiza timp—frecventa si operatorii pseudo-diferentiali, si anume
transformata Weyl. Pentru mai multe detalii referitoare la transformata Weyl, vezi de
exemplu lucrarile [36] si [37].



Fie W, : L*(R™) — L*(R™) transformata Weyl definita prin

Wet, 9 = @) [ [ @ W (£.9)(o o

unde

(o)) = @0 ¢ [ ep (a4 Y) g (o= D)y

este transformata Wigner si
rell (R") ={rel (R"): e’ ®R™)},

unde 2 < r < oo si 77 este indicele conjugat al lui r (i.e. %+ % = 1) si T este o
transformare Fourier a lui 7. Apoi, conform Teoremei 14.3 din lucrarea [37], rezulta ca
transformata Weyl W, : L? (R") — L? (R™) este un operator liniar compact si marginit.

Atunci cand 7 este un simbol cu valori reale, rezulta ca W, : L? (R") — L* (R")
este, de asemenea, un operator liniar auto-adjunct. Prin urmare, folosind teorema
spectrala pentru operatori compacti si auto-adjuncti, obtinem

Wef =Y on)(f.0n)en, fe€L* (R,

neL

unde {¢,}, ., este o bazd ortonormala pentru L? (R") constand din vectori proprii ai
lui W, : L? (R") — L? (R") si o(n) este valoarea proprie a lui W, : L? (R") — L? (R")
corespunzatoare functiei proprii ¢,,n € Z; convergenta seriei este inteleasa ca fiind in
L% (R™).

Fie A : H — H un operator auto-adjunct inversabil. Atunci, pentru {¢, }nez =
{A7 o, }nez, putem scrie

Wof =Y o(n)(f, Abn) Ay =Y o(n)(Af, 1) Ath, = WS,

neL neL

ultima egalitate fiind o notatie.
Fie F': C — C o functie continua. Definim operatorul liniar F’ (WTA) : L (R") —
L? (R"), prin

F (W) f =Y _F(a(n)) (Af, 1) Athy.

neL

Atunci putem demonstra rezultate similare pentru operatorul F(WA4) : L(R") —
L?*(R™) precum cele obtinute pentru operatorul F' (T2) : H — H, unde H = L*(R") si
T4 = WA, De exemplu, putem enunta urmitoarea teorema.

Teorema 1.11 Fie 7 : R* x R" — R un simbol cu proprietatile mentionate mai

sus, fie WA : L2(R™) — L*(R™) multiplicatorul Fourier generalizat corespunzdtor si
fie FWA) : LA(R") — L3(R™) un operator liniar, unde A : H — H este un operator

10



marginit si auto-adjunct astfel incat A?> = I. Fie o : Z — C o functie masurabild si fie
F :C — C o functie continua cu urmatoarele proprietati:
(i) F(z122) = F(z1)F(22) pentru orice zy, 29 € C;
(i) |[F oo| = |Folol|;
(iii)) Foo=Foo.
Atunci afirmatiile urmatoare sunt adevarate:
(G) Operatorul liniar F(WA) : L2(R") — L*(R") este marginit dacd si numai dacd
Foo e L*(Z). Mai mult, daca F oo € L*(Z) atunci

IFW) | r2@ny) = | F 0 0|z z);

(4i) Presupunem, in plus, cd operatorul liniar F(W2A) : L}*(R") — L?(R") este un
operator liniar marginit. Atunci F(WA) : L*R") — L*(R") este compact dacd si
numai daca F(0) = 0;

(4i7) Operatorul liniar F(W?2) : L2(R™) — L*(R") este in clasa Schatten-von Neumann
Sp, 1 < p < o0, daca si numai daca F o |o| € LP(Z). Mai mult, daca F o |o| € LP(Z),
atunct

IFW)ls, = I1F o lollze)-

Observatia 1.7 Daca operatorul liniar marginit A € B(H) satisface ipotezele din
Teorema 1.11, atunci transformata Weyl este de fapt un multiplicator Fourier standard.

Capitolul 2, intitulat ”Transformata Fourier a-ferastrata (a-WFT)”, este dedicat
introducerii unei noi transformate timp-frecventa, numita transformarea Fourier a-
ferastrata (a-WFT), G§ : L*(R*) — L*(R?) unde « este un parametru fractionar si
¢ € L*(R) \ {0} este o functie fereastra.

Rezultatele prezentate in acest capitol au facut obiectul lucrarii originale [10], inti-
tulata ” a-Windowed Fourier transform (a-WFT)”, lucrare publicata in Journal
of Pseudo-Differential Operators and Applications, vol. 15, article number 75, 2024, la
care autoarea tezei a fost coautor alaturi de Viorel Catana si Mihaela Gratiela Scumpu.

Pentru inceput, redam intr-o prezentare succinta cateva notiuni referitoare la trans-
formata Fourier fractionara, care a fost initial introdusa de Almeida in lucrarea [1].

Definitia 2.1 Pentru orice functie f € L*(R) transformata Fourier fractionard de
ordin «, notata F*, este definita prin

Faf)(E) = / F ()K€, (8)

unde Ko(z, &) reprezinta nucleul FrF'T si este dat de

- 21 2
/1722;()1704 exp {l(x +§2)C°t°‘ — zfxCSCOé}, (e 75 km

Ka(z,8) = 4 6(x - ©), a =2knm
Sz +§), a=2k+ 1)r,

11



unde (z,€) € R?, k € Z si 6(+) este o fuctie Dirac.

. 7r
In cazul particular o = — transformata Fourier fractionara a functiei f € L*(R) se

reduce, conform [1], la transformata Fourier clasica definita prin

FIf)() = J% /R F() exp {—ita} da.

Transformata Fourier fractionara inversa corespunzatoare relatiei (8) este data de

0= [ PO e

Pentru orice f, g € L*(R), relatia lui Parseval pentru transformata Fourier fractionara
este data de

(Fa[f]afa[gDLQ(R) = (f7 g)LQ(R)
In particular, pentru f = g, obtinem

2 2
IF ey = N 122y -
care reprezinta relatia de conservare a energiei.
Urmatorul rezultat este reprezentat de o definitie a convolutiei fractionale.

Definitia 2.2([33]) Fie f,g € L*(R) doud functii. Atunci, convolutia fractionard
de ordin o, notatd *,, este definitd prin

(7 2a)) = o= [ 1lo) u—x)exp{ W—g)“w}dm (9)

m . . v v . . - o
Pentru a = 5 convolutia fractionala definita mai sus se reduce la convolutia clasica
data de

(f * g)(u m/f o(u — 2)dz.

Teorema de convolutie corespunzatoare relatiei (9) afirma ca

FOLf *a gl(€) = FLfIE) Flgl(§ escav),
pentru orice f,g € L*(R).

In continuare definim conceptul de transformata Fourier a-ferastrata. Mai intai,
reamintim definitia transformatei clasice Fourier ferastrata (WFT) introdusa de Gabor
in lucrarea [15].

Definitia 2.3 (WFT, [15]) Pentru o functie fereastra ¢ € L*(R) \ {0}, functia sa
fiica-fereastra sau nucleul sau Fourier ferastrat se noteaza cu ¢y, St este definit prin

Pou(r) = ¢(r —u) expliwr}.
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Transformata Fourier ferdstratd a lui f € L*(R) in raport cu functia fereastrd ¢ €
L3(R) \ {0} este definitd prin

Gof(wrn) = [ F(@ima@ids
R
Pentru a adopta o tratare matematica eficienta a transformatei Fourier a-ferastrata
ce va fi introdusa, definim o familie de functii g (w, u).

Definitia 2.4 Pentru o functie fereastrda ¢ € L*(R) \ {0} #mpreund cu parametrul
fractionar o, o familie de functii fg(w, u) este definita prin

Fiw,u) = { bu(T) == ¢(z — u)exp {z’wx I f) COta} WU, T E R} 7

unde o # nm,n € Z este denumit parametru fractionar.
Lema 2.1 Pentru ¢2 , € L*(R) avem
Hgbg,uHLQ(R) - ||¢||L2(]R)
Definitia 2.5 (a-WFT) Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastrd si fie « un para-
metru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci, transformata Fourier a-ferastrata

a functiei f € L*(R) in raport cu ¢ si « este definitd prin

gf(w,u) = (f> g,u)Lz(R)

- [ @

/f o — ) exp {z’wx i(a? —u?) COta}dm (10)

2

2 2 t
/f oz —u exp{—iwm%—dm 1,2L)co a}dx,

pentru orice (w,u) € R?.
Observatia 2.1 Este de remaracat faptul ca transformata Fourier a-ferastrata (a-

7r
WEFT) se reduce la transformata clasica Fourier ferastrata (WFT) atunci cand o = —

5"
Proprietatile transformatei Fourier a-ferastrata au reprezentat un subiect de interes
in cadrul celui de-al doilea capitol, astfel ca in continuare enuntam cateva rezultate.

Observatia 2.2 Transformata Fourier a-ferastrata definita in relatia (10) poate fi
de asemenea exprimata intr-o forma de convolutie dupa cum urmeaza

5 @) = (Mouf %2 6) (u),
unde M, f(x) = exp {~iwz} f(2) i 6(x) = 6(~x).

Mai mult, putem observa ca are loc urmatoarea egalitate
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FGgf(w,w)(€) = F Mo [l FO)(€ csc ).

Lema 2.2 Fie G f(w,u) transformata Fourier a-ferastrata a oricarei functii f €
L?(R) in raport cu funci;la fereastra ¢ € L*(R). Atunci, obtinem

of (w,u) = exp{—iwu} /R]:“ [/1(6) Flexpfiwz}(2)](€ esc ) Ko (u, §)dE,

C o . o . . o . ™
unde F reprezinta transformata Fourier data prin relatia (8) in cazul particular o = 5
si (w,u) € R
Urmatoarele doua rezultate fac referire la marginirea transformatei Fourier a-ferastrata.

Teorema 2.3 Fie ¢ € LP(R),1 < p < oo si fie f € L(R). Atunci,
1GSS @, M gy < Mol oy 112y

pentru orice w € R.

Propozitia 2.1 Fie ¢ € LP(R) si fie f € LYR) unde p,q € [1;00] astfel incat
1 1
-+ - =1. Atunci,

p q
G5 f(w, )| < N0l Loy 1S oy
pentru orice (w,u) € R

Observatia 2.3 Daca presupunem p = ¢ = 2 in ipotezele Propozitiei 2.1 obtinem
estimarea

‘G flw U)‘ < ||¢”L2 (R) ||f||L2(]R

pentru orice (w,u) € R% Astfel, rezulta ca G3h este o functie marginita pe R? pentru

;2
t
orice f,¢ € L*(R), unde h(z) = f(z)exp {W}.

Propozitia 2.2 Transformata Fourier a-ferdstratd a functiei f € L*(R) in raport
cu parametrul fractionar « si functia fereastra ¢ € L*(R) \ {0} poate fi redusd la
transformata clasica Fourier ferastrata (WFT) astfel

iu? cot o

2G0) = exp { -2 ),

T2
pentr orice (1) € R, unde hio) = f(o)exp { 5 .

In urmatorul rezultat studiem cateva proprietati ale transformatei Fourier a-ferastrata

(-WFT).

Teorema 2.4 Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastrd si fie a un parametru
fractionar. Atunci, transformata Fourier a-ferastrata (a-WFT) are urmatoarele pro-
prietats
(i) Liniaritatea:
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[GEAf + pg)(w, )] = MGG f(w,u) + pGgg(w, u),

pentru orice f,g € L*(R) si pentru constante arbitrare \ si y.
(ii) Paritatea:

%¢(Pf)(w’ U’) = gf(_wa _u);

unde Pf(z) = f(—xz) pentru orice f € L*(R).
(7ii) Modulatia:

Gg (M, f)(w,u) = Gg f(w — wo, u),

unde M,, f(z) = exp {iwox} f(z) pentru orice f € L*(R).
(iv) Translatia:

G (Too f)(w, u) = exp {—iuxg cot a} exp {—i(w — ¢ cot a)xo }

X G f(w — zocot o, u — ),

unde Ty, f(x) = f(x — o) pentru orice f € L*(R).
(v) Conjugarea:

G%(T)(w’ u) = G;af(_w’ u)7

pentru orice f € L*(R).
(vi) Comutarea lui f cu ¢:

—u? cot
5 f(w,u) = exp {%} exp { —iwu} G;*¢(—w + ucot a, —u)

pentru orice f € L*(R).

In continuare amintim o proprietate a transformatei Fourier a-ferastrata referitoare
la relatia de ortogonalitate.

Teorema 2.5 (Relatia de ortogonalitate) Fie ¢,v¢ € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra si fie o un parametru fractionar. Atunci

| [ Gt nGratoidudn = 27 (5.6) 25 (. 9) 1560

pentru orice f,g € L*(R).

Observatia 2.4 In ipoteza ci ¢, 1) € L2(R)\ {0} astfel incat (1), ¢) 2y # 0, relatia
din enuntul Teoremei 2.5 poate fi scrisa sub forma

1 . S
(fvg)L2(R) = m/ﬂ@/RGd,f(w,u)ng(w,u)dwdu

Observatia 2.5 Conform acestei teoreme, urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(i) Daca ¢ = 1, atunci
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| [ Gt 0iGEgtudedn = 2 [0l (. 9)uoce

(ii) Daca f = g si ¢ = 1), atunci

/ / 1GS (e, )| dwdu = 27 [0 1 gy
sau echivalent
1G9 f||L2 2m) 2 | Loy 11 1| L2y

(iii) Daca [|@|| o (r) = 1 In relatia (ii), atunci

//‘wau‘ dwdu—27r||f||L2

(iv) Daca [|§|| j2gy = 1 i ||l f2(r) = 1 In relatia (ii), atunci

//‘Ggf(w,u)‘zdwdu:Qw.
RJR

O alta proprietate interesanta a transformatei Fourier ferastrata este reprezentata de
formula de inversiune, care permite reconstruirea semnalului original din transformarea
sa Fourier ferastrata.

Teorema 2.6 (Formula de inversiune) Fie ¢,v € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra astfel incat (¢, @) L2(R) # 0 si fie o un parametru fractionar. Atunci, orice

functie f € L*(R) poate fi reconstruitd in felul urmdtor

@) = g — M(R [ [ Garmiz @ (11)

pentru orice x € R. Mai mult, daca ¢ =, obtinem

Je) = 2wu¢up T o G305 (o)

pentru orice x € R.

In continuare prezentam un rezultat referitor la caracterizarea imaginii transforma-
tei Fourier a-ferastrata

Teorema 2.7 (Caracterizarea imaginii lui G$) Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie
fereastra astfel incat ||§|| 2 = 1 si fie & un parametru fractionar. Presupunem ca
h € L*(R). Atunci h € G§ (L*(R)) dacd si numai dacd satisface urmdtoarea relatie

h(w',u') // w,u) (@5 . Do, ,)LQ(R)dwdu,
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pentru orice (W', u') € R%

Conditia de admisibilitate asociata transformatei Fourier a-ferastrata (a-WFT) este
stabilita in urmatorul rezultat.

Propozitia 2.3 Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastra. Atunci ¢ este o fereastrd

admisibila daca

0<Cy= / | F [exp{iw- Yo ()] (Ecsca)* dw < 00, ae. € €R.
R

In propozitia urmatoare prezentam un rezultat de convergenta referitor la formula
de reconstructie (11).

Propozitia 2.4 Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastrd, fie a un parametru
fractionar si fie f € L*(R) astfel incat

1
— - @ o dwdu.
fM,N(x) 271'”(]5”%2@%) /]R;/]‘\/[<w<]\[ ¢f(w7u)¢w,u(x) wau

Atunci, farn este uniform continud si

1

Fe "2 0
[fa,n](E) 27 |61 72z

FUAE) { [P lewtiesola)] (€ocal dw} |

Propozitia 2.5 Fie ¢ € L*(R) o functie fereastrd. Atunci, pentru orice f € L*(R),

avem
2m H¢Hi2(R)
lim  ||f = A E® —0.
M ——o00,N—00 ‘ C¢ L2(®)
Mai mult, dacd F°[f] € L*(R), atunci
. 2 ||¢Hi2(R)
o m = —, Jmy o = 0.

In procesarea semnalelor, un principiu de incertitudine afirma ca produsul variantelor
semnalului in domeniile timp si frecventa are o limita inferioara. In ultimii ani, mai
multi autori au propus generalizari ale principiilor de incertitudine pentru diferite ti-
puri de functii si transformari timp-frecventa (vezi [18], [19], [34] si [39] pentru principii
de incertitudine asociate transformatei liniar canonica (LCT)).

In prima teoremi a subcapitolului 2.4 formulim un principiu de incertitudine aso-
ciat transformatei Fourier a-ferastrata (- WET definita in relatia (10)). Apoi, in cadrul
Teoremei 2.9, prezentam pe scurt o forma a principiului de incertitudine Lieb pentru
transformata Fourier a-ferastrata. Pentru mai multe detalii referitoare la principiul de
incertitudine Lieb, a se vedea de exemplu lucrarile [2], [17] si [21].
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Teorema 2.8 Fie G f (w,u) transformata Fourier a-ferastrata a unei functii ne-
triviale f € L*(R). Atuncz are loc urmatoarea inegalitate de incertitudine

{ [1er171 |d€} { [k 17 ics s p>\2dwdp}5

T Bll72z) Isin(e = B)|
> 1 f 72 ) »
Vv Cs

unde a si 5 sunt alese astfel incat f = o — 7, sina,sin §8,siny # 0 si ¢ este o undina
(wavelet) admisibild.

Teorema 2.9 (Inegalitatea lui Lieb pentru transformata Fourier a-ferastrata)
Fie f € L*(R) o functie si ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastrda. Atunci,

1
2\ »
165 ey < (3) 1 Il

unde 2 < p < 0.

In cadrul subcapitolului 2.5 stabilim o legatura intre transformata Fourier a-ferastrata
(a-WET) si o versiune a distributiei fractionare Wigner definita prin analogie cu a-
WEFT.

Definitia 2.6 (5-WD) Fie 5 € R un parametru fractionar astfel incat f # nw,n €
Z. Atunci, distributia fractionarda 3- Wigner (B-WD) a functiei f € L*(R) este definitd
prin

Wﬂf@,g):/Rf(Hg)f(t—g) exp{z' <§x— (mQ_gg)COtB)}d:c, (12)

unde (t,&) € R?.

In urmétoarea teorema stabilim o legatura intre distributia fractionara [S-Wigner
(B-WD) si transformata Fourier a-ferastrata (a-WFT).

Teorema 2.10 Daca Ggf si WPF sunt transformata Fourier a-ferdstratd si, res-
pectiv, distributia fractionara B-Wigner definite in relatiile (10) si (12), atunci are loc
urmatoarea eqalitate

WPf(t, &) = ;Qexp {2 (—4752 cot v — 2&t + —2c:ot6) }
T H¢||L2(R) 2

« //exp{?it(u cot -+ )} GEOT e ) (—, ~(u — 20))
RJR
X G;f (M—2§~+2(-—t)2 cot6f> (w, u)dwdu.

In ultimul subcapitol al Capitolului 2 introducem versiunile semi-discreta si discreta
ale transformatei Fourier a-ferastrata (a-WFT). Pentru versiunea semi-discreta fixam
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parametrul de translatie u si lasam parametrul de frecventa w sa varieze pe scarile
discrete. Apoi, luam in considerare ambii parametri care variaza pe o retea discreta in
planul timp-frecventa fractionar. La final, prezentam formula de reconstructie asociata
transformatei Fourier a-ferastrata discreta.

(i) Versiunea semi-discreta a transformatei Fourier a-ferdstrata
Pentru acest caz consideram w = mwy unde wy este o constanta pozitiva fixata (numit
parametru de retea (latice parameter)) si m € Z. Atunci, familia de functii continue
F§(w,u) din Definitia 2.4 devine

Fgtm0) = {05,400 = ot — ) exp fimane - LTI el 1y

unde a # nm,n € Z si (m,u) € Z x R.
Acum putem oferi o definitie a transformatei Fourier a-ferastrata semi-discreta.

Definitia 2.7 Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastrd si fie o un parametru
fractionar. Atunci, pentru orice f € L*(R), avem

2 f(m,u) = / f (@) B @)z,

unde ¢, , este data in relatia (13) si numdrul intreg m controleaza frecventa w.

m,u
(i) Versiunea discretd a transformatei Fourier a-ferastrata

Pentru aceasta versiune consideram w = mwy si u = nuy unde wy si uy sunt constante

pozitive fixate (numite parametrii de retea) si m,n € Z. In acest context, obtinem

urmatoarea familie discreta de functii

(e}

m,n(x) = QS(i’ - nUO) €Xp {imwox —

(14)

i (22 — (nug)?) cot a}
2 )

unde o # km,k € Z si x € R.
Acum putem oferi o definitie a transformatei Fourier a-ferastrata discreta.

Definitia 2.8 Fie ¢ € L*(R) \ {0} o functie fereastrd si fie o un parametru
fractionar. Atunci, pentru orice f € L*(R), avem

2 f(m,m) = / F ()98 (@),

unde ¢, . este datd in relatia (14) si numerele intregi m si n controleazd frecventa i
k)

translatia.

Capitolul 3 este intitulat ”"Operatori de localizare asociati transformatei Fourier
a-ferastrata”. Prima sectiune a acestui capitol este dedicata operatorilor de localizare
asociati transformatei Fourier a-ferastrata, rezultatele referitoare la acest subiect fi-
ind incluse in lucarea originala [11], intitulata ” Localization operators related to
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a-windowed Fourier transform”, lucrare care a fost publicata in UPB Scientific
Bulletin, Series A, Applied Mathematics and Physics, vol. 86, iss. 4, 2024, la care
autoarea tezei are calitatea de coautor alaturi de Viorel Catana si Mihaela Gratiela
Scumpu.

In a doua sectiune a Capitolului 3, considerand [ o functie cu descrestere rapida din
spatiul Schwartz S(R), introducem in cadrul Definitiei 3.4 o noua clasa de operatori
de localizare BL?,"WB : L*(R) — L*(R) asociati transformatei Fourier a-ferdstrat.
De asemenea, studiem proprietatile de marginire, compacitate si apartenenta la clasele
Schatten-von Neumann pentru aceasta clasa de operatori de localizare.

Definitia 3.1 Fie ¢,v € L*(R) \ {0} doud functii fereastrda si fie a un parametru
fractionar astfel incat o # nm,n € Z. Atunci, operatorul L, : L*(R) — L*(R)
definit in sens slab prin

(o¢wf9L2(R) // o(w,u)GS f(w,u)G g(wu)dwdu
// o(w,u) (f.45 ) (wu?g)Lg )dwdu,

pentru orice f,g € L*(R) sau definit in sens tare prin

ng(b)wf = \/R\/RO-(W7 u) (f7 ng,u)LQ(R) S,udwclu7

pentru orice f € L*(R), este numit operatorul de localizare asociat transformatei Fou-
rier a-ferdstratd in raport cu simbolul o € L'(R?) + L>®(R?).

Observatia 3.1 Utilizand formula de inversiune din Teorema 2.6, operatorul de
localizare L , , : L*(R) — L*(R) poate fi definit sub forma

1 -
(Lgmb,wf’ g)LZ(R) = m/ﬂ{/RU(M,U)Ggf(w,u)Gf;g(w,u)dwdu,

pentru orice f,g € L*(R) si ¢,¢ € L*(R) \ {0} doud functii fereastra astfel incat
<¢7 ¢)L2(R) # 0

Observam ca dacd o(w,u) = 1 pentru orice (w,u) € R? atunci relatia de ortogo-
nalitate din Teorema 2.5 implica faptul ca operatorul liniar corespunzator coincide cu
operatorul identitate pe L?(R). Deci, functia o : R*> — C care este numitd simbol al
operatorului de localizare L, , : L*(R) — L*(R) este introdusa pentru a localiza pe
R?, astfel incat si obtinem un operator liniar marginit netrivial pe L*(R). De aici si
terminologia utilizata frecvent de operator de localizare.

Rezulta ca operatorii considerati in Definitia 3.1 si cei din Observatia 3.1 difera
printr-o constanta multiplicativa care depinde de cele doua ferestre admisibile ¢, €

L2(R) \ {0}.

In continuare, vom aminti cateva rezultate referitoare la marginirea in L*(R) a ope-
ratorului de localizare LS, , : L*(R) — L*(R). Propozitiile 3.1 si 3.2 cuprind studiul
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proprietatii de marginire a operatorului de localizare Lg ; ,, atunci cand simbolul o
apartine spatiilor L'(R?), respectiv L= (R?).

Propozitia 3.1 Fie 0 € L'Y(R?) un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra si fie a un parametru fractionar astfel incat o # nw,n € Z. Atunci, operatorul
de localizare LS, , : L*(R) — L*(R) este un operator liniar bine definit si mdrginit

HLg,¢7¢||B(L2(R)) < H(b”LQ(R) ||w||L2(]R) ||UHL1(R2) :

Propozitia 3.2 Fie 0 € L®(R?) un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra si fie a un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci, operatorul
de localizare LS, , : L*(R) — L*(R) este un operator liniar bine definit si mdrginit

1250,

In cadrul urmétoarei teoreme studiem marginirea in L?(R) a operatorului de loca-
lizare LS, + L*(R) — L*(R) atunci cand o € LP(R?),1 < p < oc.

Teorema 3.1 Fic 0 € LP(R?),1 < p < oo un simbol, fie ¢,v € L*(R)\ {0} doud
functii fereastra si fie a un parametru fractionar astfel incat o # nw,n € Z. Atunci,
existd un unic operator liniar marginit Ly 5, - L*(R) — L*(R) astfel incdt

) <27 ||¢||L2(R) ||77Z}||L2(R) ||U||L°°(R2) :

1
HL ¢>¢||B L2(R)) = < (2m)¥ ||¢||L2(R) ||77Z)||L2(R) ||J||LP(R2)’

unde p’ este indicele conjugat al lui p (i.e, % + z% = 1) st Ly ., este definit pentru orice
f,g9 € L*(R) si toate functiile simple o € R* pentru care p{(w,u) € R? : o(w,u) #
0} < 0.

In urméitoarele enunturi prezentam cateva rezultate referitoare la proprietatile Schatten-
von Neumann ale operatorului de localizare L3 , , : L*(R) — L*(R), atunci cand sim-
bolul siu o este in LP(R?),1 < p < oo.

Propozitia 3.3 Fie 0 € LY(R?) un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra si fie a un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci, operatorul
de localizare LS, , : L*(R) — L*(R) este in clasa Hilbert-Schmidt Sy si

¢w||52 Z HL ¢§"Hi2(R)

unde {&, }n>1 este o bazd ortonormald a lui L*(R).

Propozitia 3.4 Fie 0 € L'Y(R?) un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra si fie a un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci, operatorul
de localizare LS, , : L*(R) — L*(R) este in clasa trace Sy si

L5615, < N0l 2y 101 2y 1ol o gezy-
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In urmitoarea propozitie enuntam si demonstram un rezultat de compacitate re-
feritor la operatorul de localizare LS, , : L*(R) — L*(R), in ipoteza ca simbolul sau
o€ LP(R?),1<p< oc.

Propozitia 3.5 Fie 0 € LP(R?),1 < p < oo un simbol, fie p,% € L*(R)\ {0} doud
functii fereastra si fie a be un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci,
operatorul de localizare L 4 , - L*(R) — L*(R) este compact.

Teorema 3.4 Fie 0 € LP(R?),1 < p < oo un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud
functii fereastra si fie a be un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci,
operatorul de localizare Ly, L*(R) — L*(R) este in clasa Schatten-von Neumann

Sp si

[L50ulls, < @) 116ll 2y 191l 2y ] ooy,

unde p’ este indicele conjugat al lui p.

In urmétorul rezultat prezentam o estimare bilaterala a normei in clasa trace a
operatorului de localizare L , , - L*(R) — L*(R), considerand simbolul o € L'(R?).

Teorema 3.5 Fie o € L'(R?) un simbol, fie g, € L*(R)\{0} doud functii fereastrd
st fie o un parametru fractionar astfel incat o # nmw, n € Z. Atunci, are loc urmatoare
estimare

5 2 H%,wHLI(R?) < HLg,qs,w”Sl < WHL?(R) ||¢||L2(R) HUHLI(R?)a
™ (191172qg) + 14172(x))

(15)
unde o4, : R* — C este definit prin

Tpu(w, u) = ( 0.6, Poo,ur Vi )LZ(R)‘

In propozitia urmatoare stabilim o formula pentru urma tr (Lg Wb) a operatorului
de localizare L , , - L*(R) — L*(R) in ipoteza ca o € L'(R?).

Propozitia 3.6 In ipotezele Teoremei 3.4 rezulta ca urma tr (L§7¢7¢) a operatorului
de localizare Ly , , este data de formula

an // o(w,u) wu, o )LQ(R)dwdu.

Observatia 3.2 Daci o este o functie reald pozitiva in L'(R?) si ¢ = 1, atunci
estimarile din relatia (15) sunt sharp (precise).

In continuare formulam si demonstram un rezultat referitor la norma in clasa trace
S1 a puterii n pentru produsul a doi operatori de localizare.

Propozitia 3.7 Fie 01,09 doud functii reale pozitive in L'(R?) si fie ¢ o functz’e
fereastra in L*(R)\ {0}. Presupunem cd operatorii ngw t LA(R) — L*(R) si LS, 4.,
L*(R) — L*(R) comutd unul cu celdlalt, iar operatorul Ly, , LS, 4 4 L*(R) = L*(R)
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este pozitiv. Atunci, operatorii lintari Ly, 4 4, Lg, 44 st Ly, 4 4Lg, 55 sunt pozitivi si

apartin claser trace Si. In plus,

(L5, 66Lo0o0) s, < 126000l (| Loes.0lls, -
pentru orice n € N.

In subcapitolul 3.2 ne concentram atentia pe o noua clasa de operatori de locali-
zare de forma LS, .6 : L*(R) — L?*(R) asociati transformatei Fourier a-ferastrata,
considerand [ o functie cu descrestere rapida din spatiul Schwartz S(R).

In urmitorul rezultat definim noua clasi de operatori de localizare /BL?#)#}B .
L*(R) — L*(R) asociati transformatei Fourier a-ferdstrata.

Definitia 3.9 Fie 0 € L'(R?) + L>(R?) un simbol, fie ¢,7» € L*(R) \ {0} doua
functii fereastra (undine) admisibile, fie o un parametru fractionar astfel incat o #
nm,n € Z si fie f € S(R), unde S(R) reprezinta spatiul Schwartz al functiilor cu
descrestere rapida pe R. Atunci, operatorul de localizare asociat transformatei trans-
formatei Fourier a-ferdastrata BL% Mﬁ L*(R) — L3*(R) este definit prin

(ﬁL:@,waa Q)Lz( ): ,¢>¢Bf ﬁg)Lz
// o\w, u 5f> ) ( g,u?Bg)Lz(R) dwdu (16)
= [ o) (7562, 1y (945 9) o
R JR

pentru orice f,g € L*(R).
Acesti operatori ne-autoadjuncti amintesc de operatorii Landau—Pollak—Slepian
intalniti si in lucrarile [22], [27], [30], [31] si [32].

Pentru operatorii introdusi in relatia (16) suntem interesati sa studiem marginirea
si proprietdtile Schatten-von Neumann. Un prim rezultat in acest sens este referitor
la L*-marginirea operatorului de localizare SLg ;6 : L*(R) — L*(R), atunci cand
simbolul ¢ € L'(R?).

Propozitia 3.8 Fic o € LY(R?) un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra admisibile si fie o un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci,
pentru orice functie B din spatiul Schwartz S(R), operatorul de localizare BLg 44
L*(R) — L*(R) este mdrginit si

Hﬂ ¢¢5”5L2 )—HBHLOO H¢HL2(R Hw“m HUHLI(R?)'

Un rezultat referitor la L?*-marginirea operatorului de localizare BLy ¢>,¢B : LA(R) —
L?(R), atunci cand simbolul o € L>°(R?), este prezentata in urmatoarea propozitie.

Propozitia 3.9 Fie 0 € L®°(R?) un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud functii
fereastra admisibile si fie o un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci,
pentru orice functie B din spatiul Schwartz S(R), operatorul de localizare BLg 44

L*(R) — L*(R) este mdrginit si
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« ey 2
H5L0,¢,w5HB(L2(R)) <27 Hﬁ“L‘x’(R) ”¢“L2(R) ’WHLZ(R) HUHLW(RQ) .

In cadrul urmétoarei teoreme prezentam un rezultat de marginire in L?(R) pentru
operatorul de localizare LS, B : L*(R) — L*(R), atunci cand simbolul o € LP(R?),
1 <p<oo.

Teorema 3.6 Fie 0 € LP(R?), 1 < p < oo un simbol, fie ¢, € L*(R) \ {0} doud
functii fereastra admisibile si fie o un parametru fractionar astfel incat o # nm,n € Z.
Atunci, pentru orice functie fizata B din spatiul Schwartz S(R), existd un unic operator
de localizare liniar si marginit BLLO;,WB : L*(R) — L*(R) astfel incat

« ) i/ 2
HﬁLa,¢,¢B”B(L2(R)) < (2m)» HﬁHLOO(R) ||¢HL2(R) H¢||L2(R) ||O-HLP(]R2)7

unde p’ este indicele conjugat al lui p (i.e. 1—1) + % = 1>.

De asemenea, putem enunta si demonstra un rezultat referitor la apartenenta ope-
ratorului de localizare SLS , 3 : L*(R) — L*(R) la clasa trace S.

Teorema 3.7 Fie o € L'(R?) un simbol, fie g, € L*(R)\{0} doud functii fereastrd
admisibile si fie o un parametru fractionar astfel incat o # nm,n € Z. Atunci, pentru
orice functie 3 din spatiul Schwartz S(R), operatorul de localizare SLY (WB : LA(R) —
L3(R) este in clasa trace Sy si

« e 4
18L 6085, < 18N ooy N0l 2y 191 22y N1l 1 g2y

In urmitorul rezultat prezentam formula pentru urma tr (6[/; M}B) a operatorului
de localizare SL , .6 : L*(R) — L*(R).

Propozitia 3.10 Urma tr (61’3@71&3) a operatorului de localizare ﬁLgWPB : LA(R) —
L*(R) este datd prin

tr(0150,8) = [ [ 060,00 (302,,005,) o, devs

Un rezultat referitor la compacitatea operatorului de localizare 3Lg dmﬂB : L*(R) —
L?(R) este prezentat in continuare.

Propozitia 3.11 Fie o € LP(R?), 1 < p < oo un simbol, fie ¢, € L*(R)\{0} doud
functii fereastra admisibile si fie o un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n €
Z. Atunci, pentru orice functie B din spatiul Schwartz S(R), operatorul de localizare
BLe, B L*(R) — L*(R) este compact.

Considerand simbolul ¢ € LP(R?), 1 < p < oo si folosind teorema de interpolare
Riez-Thorin pentru spatiile Lebesgue si clasele Schatten-von Neumann se poate demon-
stra ca operatorul de localizare 5L§‘7¢’¢B : L*(R) — L*(R) este in clasa Schatten-von
Neumann S,,.
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Propozitia 3.12 Fie o € LP(R?), 1 < p < oo un simbol, fie ¢, € L*(R)\{0} doud
functii fereastra admisibile si fie o un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n €
Z. Atunci, pentru orice functie 5 din spatiul Schwartz S(R), operatorul de localizare
5L?7¢,¢Bi L*(R) — L*(R) este in clasa Schatten-von Neumann S, si

«a n £ 2
HﬁLg,qa,wﬁHsp < (2m)» ||5HLO<>(R) ||¢||L2(R) H¢HL2(R) HU||LP(R2)7

unde p’ este indicele conjugat al lui p.

In urmétorul rezultat prezentam o estimare bilateralda a normei in clasa trace a
operatorului de localizare 5L , .6 : L*(R) — L*(R), considerand simbolul o € L'(R?).

Teorema 3.8 Fic o € L'(R?) un simbol, fie g, € L*(R)\{0} doud functii fereastrd
admisibile si fie a un parametru fractionar astfel incat o # nmw,n € Z. Atunci, are loc
urmatoare estimare

1
™ (191132 + 1132x))

gl ey < 1BLG608 s,

2
< ||5”Loo(R) ||¢”L2(R) ”¢HL2(R) HU”Ll(R?) ’

unde 04, : R? — C este dat prin

O¢4 (w7 U) - (/BL27¢,¢B¢Z,U7 ¢3,u)Lz(R) .
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